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���

�� ����������

��� N ��� R ������ ��� 	�� �
 ��� ��	
�
�� 
������	 ��� ��� 	�� �
 ��� ���� ����
���	� ��	����
����� ��� 	����� |I| 	����	 
�� ��� ������ �
 �� ���� 
������� I ⊂ R�
��� � 	�� A ⊂ R ��� �� ���� 
������� I ⊂ R ��� Λ(A, I) ������ ��� ������ �
 ���
�����	� ���� 	��
������� �
 I ���
�� �� ����� 
����	���
�� �
�� A� ������
��
�� ���� � �� ��� �
��� ����	
�� �
 ��� 	�� A �� x ∈ R 
	 ��!��� �	

p+(A, x) = lim sup
h→0+

Λ(A, (x, x+ h))

h
,

��� ��
� ����	
�� �
 A �� x 
	 ��!��� �	

p−(A, x) = lim sup
h→0+

Λ(A, (x− h, x))

h
,

��� ��� ����	
�� �
 A �� x 
	 ��!��� �	

p(A, x) = max
{
p−(A, x), p+(A, x)

}
.

��� 	�� A 
	 ������ �
��� �����	 �� x 

 p+(A, x)>0� ��
� �����	 �� x 

 p−(A, x)>0�
��� �����	 �� x 

 p(A, x)>0� "��� �������
�	 �
 ����	
�� ��� �� 
���� 
� �#�� � ��

$� �
�� � ��!�
�
�� �
 	
�
��� ��������� ��� �
��� ������	
�� �
 ��� 	�� A �� x

	 ��!��� �	

vp+(A, x) = lim inf
h→0+

Λ(A, (x, x+ h))

h
,
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��������� �	��
��
� � ����	����� ���	����

��� ��
� ������	
�� �
 A �� x 
	 ��!��� �	

vp−(A, x) = lim inf
h→0+

Λ(A, (x− h, x))

h
,

��� ��� ������	
�� �
 A �� x 
	 ��!��� �	

vp(A, x) = max
{
vp−(A, x), vp+(A, x)

}
.

��� 	�� A ⊂ R 
	 ������ �
��� �������	 �� x ∈ R 

 vp+(A, x) > 0� ��
� �������	
�� x 

 vp−(A, x) > 0� ��� �������	 �� x 

 vp(A, x) > 0� &� 
	 ����� ���� A

	 �������	 �� x 

 ��� ���� 

 
� 
	 �������	 
��� ��� �
��� �� 
��� ��� ��
�
�� x�

��� 	�� A 
	 ������ �������	 

 A 
	 �������	 �� ���� ��
�� x ∈ A�

&� � �� ' � ( ) * � + 
���	�
����	 	
�
��� ���
��� ��
�� �� ���
��� ��� X ��
� ����
� 	����� ��� ���� ���� �
�� ��� ������ x ∈ X ��� �
�� ��� ���
�	 R
�
�� �� ������� �� B(x,R)� ��� M ⊂ X� x ∈ X ��� R > 0� ����� �������

�� �� � �� �� γ(x,R,M )� �� ������ ��� 	������� �
 ��� 	�� �
 ��� r > 0

�� ��
�� ����� �,
	�	 z ∈ X 	��� ���� B(z, r) ⊂ B(x,R) \ M � ��� ������

2 lim infR→0+
γ(x,R,M)

R

	 ������ ��� ���� ����	
�� �
 M �� x� $� 	�� ���� ��� 	��

M 
	 ���� �����	 �� x 

 lim infR→0+
2γ(x,R,M)

R > 0�

��� ��!�
�
�� �
 ������	
�� �
 ��� 	�� 
	 ���� 	
�
��� �� ��� ��!�
�
�� �
 ����
����	
�� 
� ��� 	���� R �
�� ��� ����
�
�� ����
�� �������� ���� ��� ��� �-�
��
������ .
������ 
��� ��� ��!�
�
��	� �� ����
�

��������� ���� ��� A ⊂ R� x ∈ R� �� ��� 	�� A 
	 ��
����	 �� x� ���� A 
	

���� 
����	 �� x�

��� ��,� �,����� ���	���	 � 	��	�� �
 R ��
�� 
	 ���� �����	 �� 0 ��� 
	 ���
�������	 �� 0� /�������� ��� ����	
�� �
 ��
	 	�� �� 0 
	 �-��� �� 1�

������� ��#� ���

A =
⋃
n∈N

[
1

(2n)!
,

1

(2n− 1)!

]
∪
[
− 1

(2n)!
,− 1

(2n+ 1)!

]
.

�����

vp+(A, 0) = lim inf
h→0+

Λ(A, (0, h))

h
≤ lim inf

n→∞
Λ(A, (0, 1

(2n−1)! ))

1
(2n−1)!

= lim
n→∞

1
(2n)! − 1

(2n+1)!

1
(2n−1)!

= lim
n→∞

1

2n+ 1
= 0

� 



	� �	�� ������
�����	�� 	� �	�	���
 ��� �	�	���	�������


���
vp−(A, 0) = lim inf

h→0+

Λ(A, (−h, 0))

h
≤ lim inf

n→∞
Λ(A, (− 1

(2n)!
, 0))

1
(2n)!

= lim
n→∞

− 1
(2n+2)!+

1
(2n+1)!

1
(2n)!

= lim
n→∞

1

2n+2
= 0.

0����� vp(A, 0) = 0�

.�����

tn =
1

n!
+

(
1

n!
− 1

(n+ 1)!

)
=

2n+ 1

(n+ 1)!

�� ���� n ∈ N.

��� h ∈ (0, 1)� ����� �,
	�	 n ∈ N 	��� ���� h ∈
[

1
(2n+1)! ,

1
(2n−1)!

)
�

&
 h ∈
[

1
(2n+1)! , t2n+1

)
� ����

(
− 1

(2n+1)! ,− 1
(2n+2)!

)
∩ A = ∅ ���

2γ(0, h, A)

h
≥

1
(2n+1)! − 1

(2n+2)!

t2n+1
=

2n+1
(2n+2)!

4n+3
(2n+2)!

=
2n+ 1

4n+ 3
.

&
 h ∈
[
t2n+1,

1
(2n)!

)
� ����

(
1

(2n+1)! , h
)
∩ A = ∅ ���

2γ(0, h, A)

h
≥
h− 1

(2n+1)!

h
≥

t2n+1 − 1
(2n+1)!

t2n+1
=

2n+1
(2n+2)!

4n+3
(2n+2)!

=
2n+ 1

4n+ 3
.

&
 h ∈
[

1
(2n)! , t2n

)
� ����

(
1

(2n+1)! ,
1

(2n)!

)
∩A = ∅ ���

2γ(0, h, A)

h
≥

1
(2n)! − 1

(2n+1)!

h
≥

2n
(2n+1)!

t2n
=

2n
(2n+1)!

4n+1
(2n+1)!

=
2n

4n+ 1
.

�
������ 

 h ∈
[
t2n,

1
(2n−1)!

)
� ����

(
−h,− 1

(2n)!

)
∩A = ∅ ���

2γ(0, h, A)

h
≥
h− 1

(2n)!

h
≥

t2n − 1
(2n)!

t2n
=

2n
(2n+1)!

4n+1
(2n+1)!

=
2n

4n+ 1
.

�����
���� lim infh→0+
2γ(0,h,A)

h = 1
2 ��� A 
	 ���� �����	 �� 0�

/��������
p(A, 0) ≥ p+(A, 0)

≥ lim
n→∞

Λ(A, (0, 1
(2n)!

))

1
(2n)!

= lim
n→∞

1
(2n)! − 1

(2n+1)!

1
(2n)!

= lim
n→∞

2n

2n+ 1
= 1.

�1



��������� �	��
��
� � ����	����� ���	����

�	
��
� ���� ��� A ⊂ R� x ∈ A� �� ����� ��
	�	 � ������	
�� 	�������

(xn)n∈N ⊂ A �������
�� �� x� ���� vp+(A, x) ≤ 1
2 �

2 � � � 
� &� 
	 	�3�
��� �� ��	���� ����

vp+(A, x) ≤ lim inf
n→∞

Λ(A, (x, 2xn − x))

2(xn − x)
≤ lim inf

n→∞
xn − x

2(xn − x)
=

1

2
,

�����	� 

 I ⊂ [x, 2xn − x] ��� I ∩ A = ∅� ���� �
���� I ⊂ [x, xn] ��
I ⊂ [xn, xn + (xn − x)

]
� �

�

������� ��� 4���5� � ��
�� x ∈ R �
�� �� ������ � ��
�� �
 πr����	
�� �
 � 	��
A ⊂ R 
�� 0 ≤ r < 1 4μr����	
�� �
 � 	�� A 
�� 0 < r ≤ 15 

 p(R \ A, x) > r
4p(R \A, x) ≥ r5�

$� �
�� 	
�
��� ��!�
�
��	�

�

������� ���� ��� 0 ≤ r < 1 40 < r ≤ 15� � ��
�� x ∈ R �
�� �� ������
� ��
�� �
 vπr����	
�� �
 � 	�� A ⊂ R 4vμr����	
�� �
 � 	�� A 5 

 vp(R\A, x) > r
4vp(R \A, x) ≥ r5�

&� �� ���
��	 ���� �� ��� ��!�� ����	
��� vπr����	
�
�	 ��� vμr����	
�
�	�

������� ��6� ��� A =
⋃

n∈N
[xn+1, yn]� ����� xn = 1

2n � yn = 3
2n+2 ∈ (xn+1, xn)


�� n ∈ N� .����� tn = yn+xn+1−yn+1 =
7

2n+3 
�� ���� n ∈ N� &
 h ∈ [xn+1, tn)�
����

Λ(A, (0, h))

h
=

xn+1 − yn+1

h
≥

1
2n+3

tn
=

1
2n+3

7
2n+3

=
1

7
.

&
 h ∈ [tn, xn)� ����

Λ(A, (0, h))

h
=

h− yn
h

≥ 1− yn
tn

= 1−
3

2n+2

7
2n+3

=
1

7
.

�����
���� vp+(A, 0)=lim infh→0+
Λ(A,(0,h))

h ≥ 1
7 4
� 
	 ����� ���� vp+(A, 0)= 1

7 5�

������� ��7� ���

B =

{(
7

8

)n
: n ∈ N

}
��� hn =

(
7

8

)n+1

+

((
7

8

)n+1

−
(
7

8

)n+2
)
=

9 · 7n+1

8n+2


�� n ∈ N� �����

vp+(B, 0) = lim inf
h→0+

Λ(B, (0, h))

h
= lim

n→∞
Λ(B, (0, hn))

hn

= lim
n→∞

(
7
8

)n+1 − ( 78)n+2

9·7n+1

8n+2

= lim
n→∞

7n+1

8n+2

9·7n+1

8n+2

= 1
9 .

���	� vp+(B, 0) = 1
9 �

�6



	� �	�� ������
�����	�� 	� �	�	���
 ��� �	�	���	�������


�	
��
� ���� ��� A ⊂ R� x ∈ R� r ∈ [0, 1)� �� x 
	 � 
�
�� �� vπr����	
��

�� ��� 	�� A� ���� ����� ��
	�	 �� �
�� 	�� B 	��� ���� x 
	 � 
�
�� �� vπr����	
��

�� ��� 	�� B�

2 � � � 
� 4��� ����
 
	 	
�
��� �� ��� ����
 �
 ��� ������� #�5� $� ��� �		���
���� vp(R \ A, x) = vp+(R \ A, x)� ����� ����� �,
	�	 � 	�-����� (an)n∈N 	���
����

vp+(R \A, x) = lim
n→∞

Λ(R \A, (x, an))
an − x

> r.

&� ����	 ���� 
�� ���� n �� ��� !�� �� ���� 
������� In 	��� ���� In ⊂ A ���
|In| = Λ

(
R\A, (x, an)

)
� .����� B =

⋃
n∈N

In� &� 
	 ���
��	 ���� vp
+(R\B, x) =

vp+(R \A, x)� �

�
��� ��	� ��� (xn)n∈N �� � ������	
�� 	������� ���������� �� x ∈ R 	��
	�

��
�� ����
�
��	 limn→∞
xn−xn+1

xn+1−x =∞ ��� xn−xn+1≥2(xn+1−xn+2) ��� n≥1�

���� ��� α∈(0, 1]��� ��� (yn)n∈N�� � 	������� 	��� ���� yn=xn+1+α(xn−xn+1)

� α < 1 �� yn = xn+1 +

n
n+1 (xn − xn+1) 
� α = 1� ��� A =

⋃∞
n=1[xn+1, yn]�

����� vp+(R \A, x) = α
1+α �

2 � � � 
� 8������� limn→∞ xn−x
xn+1−x

= ∞� �����	�

lim
n→∞

xn − xn+1

xn+1 − x
= lim

n→∞

(
xn − x

xn+1 − x
− 1

)
= ∞.

.�����
tn = xn+1 + yn+1 − xn+2 
�� n ∈ N.

����� xn+1 < tn� /��������

tn = xn+1 + α(xn+1 − xn+2) ≤ xn+1 + α(xn − xn+1) = yn



 α < 1 ���

tn = xn+1 +
n+ 1

n+ 2
(xn+1 − xn+2)

< xn+1 +
n+ 1

2(n+ 2)
(xn − xn+1)

< xn+1 +
n

n+ 1
(xn − xn+1) = yn



 α = 1� 0����� tn < yn 
�� ����� n ∈ N ��� α ∈ (0, 1]� ��+� ��� z ∈ (x, x1)�
����� �,
	�	 n ∈ N 	��� ���� z ∈ [yn+1, yn)� �
�	�� �		��� ���� z ∈ [yn+1, tn)�
�����

Λ(R \A, (x, z))
z − x

=
yn+1 − xn+2

z − x
≥ yn+1 − xn+2

tn − x
=

Λ(R \A, (x, tn))
tn − x

.

�7



��������� �	��
��
� � ����	����� ���	����

&
 z ∈ [tn, yn)� ����

Λ(R \A, (x, z))
z − x

=
z − xn+1

z − x
≥ tn − xn+1

tn − x
=

Λ(R \A, (x, tn))
tn − x

.

/�������� 
�� ���� n ∈ N�

Λ(R \A, (x, tn))
tn − x

=
α(xn+1 − xn+2)

xn+1 − x+ α(xn+1 − xn+2)

=
α

xn+1−x
xn+1−xn+2

+ α

=
α

1

1− xn+2−x

xn+1−x

+ α



 α < 1 ���

Λ(R \A, (x, tn))
tn − x

=
n+1
n+2 (xn+1 − xn+2)

xn+1 − x+ n+1
n+2(xn+1 − xn+2)

=
n+1
n+2

xn+1−x
xn+1−xn+2

+ n+1
n+2

=
n+1
n+2

1

1− xn+2−x

xn+1−x

+ n+1
n+2



 α = 1� �����
����

lim inf
z→x+

Λ(R \A, (x, z))
z − x

= lim
n→∞

Λ(R \A, (x, tn))
tn − x

=
α

1 + α


�� ����� α ∈ (0, 1]� 0����� vp+(R \A, x) = α
1+α � �

��������� ���
� ��� ���� x ∈ R ��� r ∈ (
0, 12

]
� ����� 
	 � 	�� A 	���

���� vp+(R \ A, x) = r� ���������  � ��� �		�!� ���� ��� 	�� A 
	 �� ��� ���!

A = {x} ∪⋃∞
n=1[xn+1, yn]�  ���� x < xn+1< yn< xn ��� ����� n ∈ N�

2 � � � 
� &� 
	 	�3�
��� �� ��+� xn= x+ 1
(n+1)! ��� α = r

1−r 
� ����� ��9� �

�� �������� �!��!����

�

������� ��� 4���5� ��� r ∈ [0, 1)� ��� 
����
�� f : R → R �
�� �� ������:

• Pr�����
����	 �� ��� ��
�� x 

 ����� �,
	�	 � 	�� A ⊂ R 	��� ���� x ∈ A�
x 
	 � ��
�� �
 πr����	
�� �
 A� ��� f |A 
	 ����
����	 �� ��� ��
�� x;

• Sr�����
����	 �� ��� ��
�� x 

 
�� ���� ε > 0 ����� �,
	�	 � 	�� A ⊂ R 	���
���� x ∈ A� x 
	 � ��
�� �
 πr����	
�� �
 A� ��� f(A) ⊂ (f(x)−ε, f(x)+ε

)
�

�<



	� �	�� ������
�����	�� 	� �	�	���
 ��� �	�	���	�������


��� r ∈ (0, 1]� ��� 
����
�� f : R → R �
�� �� ������:

• Mr�����
����	 �� ��� ��
�� x 

 ����� �,
	�	 � 	�� A ⊂ R 	��� ���� x ∈ A�
x 
	 � ��
�� �
 μr����	
�� �
 A� ��� f |A 
	 ����
����	 �� ��� ��
�� x;

• Nr�����
����	 �� ��� ��
�� x 

 
�� ���� ε > 0 ����� �,
	�	 � 	�� A ⊂ R 	���
���� x ∈ A� x 
	 � ��
�� �
 μr����	
�� �
 A� ��� f(A) ⊂ (f(x)−ε, f(x)+ε

)
�

��� �
 ���	� 
����
��	 ��� ������ �����	����
����	 
����
��	� 2����	����
��
��

	 �� �,����� �
 ��� 	�������� ���� ����
��
��� ��
�� ��	 �,���	�
���� 	���
���

=��� �� �
�� 	
�
��� ��!�
�
�� �����
�� ��� ���
�� �
 ������	
�� 
�	����
�
 ����	
���

�

������� ���� ��� r ∈ [0, 1) ��� x ∈ R� ��� 
����
�� f : R → R �
�� ��
������:

• vPr�����
����	 �� ��� ��
�� x 

 ����� �,
	�	 � 	�� A ⊂ R 	��� ���� x ∈ A�
x 
	 � ��
�� �
 vπr����	
�� �
 A� ��� f |A 
	 ����
����	 �� ��� ��
�� x;

• vSr�����
����	 �� ��� ��
�� x 

 
�� ���� ε > 0 ����� �,
	�	 � 	�� A ⊂ R 	���
���� x ∈ A� x 
	 � ��
�� �
 vπr����	
�� �
 A� ��� f(A) ⊂ (f(x)−ε, f(x)+ε

)
�

��� r ∈ (0, 1] ��� x ∈ R� ��� 
����
�� f : R → R �
�� �� ������:

• vMr�����
����	 �� ��� ��
�� x 

 ����� �,
	�	 � 	�� A ⊂ R 	��� ���� x ∈ A�
x 
	 � ��
�� �
 vμr����	
�� �
 A� ��� f |A 
	 ����
����	 �� ��� ��
�� x;

• vNr�����
����	 �� ��� ��
�� x 

 
�� ���� ε > 0 ����� �,
	�	 � 	��A ⊂ R 	���
���� x ∈ A� x 
	 � ��
�� �
 vμr����	
�� �
 A� ��� f(A) ⊂ (f(x)−ε, f(x)+ε

)
�

��� 	�����	 Pr(f)� Sr(f)� Mr(f) ��� Nr(f) ������ ��� 	��	 �
 ��� ��
��	
�� ��
�� ��� 
����
�� f 
	 Pr�����
����	� Sr�����
����	� Mr�����
����	 ���
Nr�����
����	� ��	����
����� ���	� 	��	 ��� ������ ��� 	��	 �
 �����	����
��
��
��
��	 �
 ��� 
����
�� f� ��� ��������	��� 	�����	 vPr(f)� vSr(f)� vMr(f)
��� vNr(f) �
�� ������ ��� 	��	 �
 ��� ��
��	 �� ��
�� ��� 
����
�� f 
	 vPr�
�����
����	� vSr�����
����	� vMr�����
����	 ��� vNr�����
����	� ��	����
�����
���	� 	��	 �
�� �� ������ ��� 	��	 �
 �������	����
��
�� ��
��	 �
 ��� 
����
�� f�

��������	��� 	�����	 vP+
r (f)� vS+

r (f)� vM+
r (f) ��� vN+

r (f) �
�� ������
��� 	��	 �
 ��� ��
��	 �� ��
�� ��� 
����
�� f 
	 vP+

r �����
����	� vS+
r �����
����	�

vM+
r �����
����	 ��� vN+

r �����
����	� ��	����
����� ��� 	
�
������ 
�� ��� ��
�
�������	����
��
��� /�������� ��� C(f) ������ ��� 	�� �
 ��� ��
��	 �� ��
�� f

	 ����
����	 ���� 	
�
������ C±(f) ������	 ��� 	�� �
 ��� ��
��	 �� ��
�� f 
	
����
����	 
��� ��� ��
� �� 
��� ��� �
����

��������� ���� ��� f : R → R ��� x ∈ R� �� f 
	 ����
����	 ���! ��� �
���

�� ���! ��� ���� �� x ���� x ∈ vPr(f) ∩ vSr(f) ∩ vMs(f) ∩ vNs(f) ��� �����
r ∈ [0, 1) ��� ����� s ∈ (0, 1]�

�9



��������� �	��
��
� � ����	����� ���	����

�����
�� ������� ��%� �� ���

��������� ���� vPr(f) = vSr(f) = C±(f) ��� ���� r ≥ 1
2 � "
!
������

vMr(f) = vNr(f) = C±(f) ��� ���� r > 1
2 �

�	
��
� ���� ��� f : R → R� r, q, s ∈ [0, 1]� q < s� ���� :

(1) vPs(f) ⊂ vPq(f), vSs(f) ⊂ vSq(f), vMs(f) ⊂ vMq(f),
vNs(f) ⊂ vNq(f), vPr(f) ⊂ vMr(f), vSr(f) ⊂ vNr(f);

(2) vMs(f) ⊂ vPq(f), vNs(f) ⊂ vSq(f);
(3) vPr(f) ⊂ vSr(f), vMr(f) ⊂ vNr(f);
(4) vPr(f) ⊂ Pr(f), vSr(f) ⊂ Sr(f), vMr(f) ⊂ Mr(f),

vNr(f) ⊂ Nr(f);

��� �����	����
�� 	��	��
��	 	����� ������ �� 
�������	 	���
!�� 
� .�!�
�
�
��	 #�� ��� #�#�

2 � � � 
� 4�5� 4#5 ��� 4 5 ��� ���
��	� ��� ����
 �
 4%5 
	 ��� 	��� �	 
� ���

�� �����	����
��
�� ��� �� ��
� 
�� �
�	
��
� ���� ��� r ∈ (0, 12]� x ∈ R ��� f : R → R� ����� x ∈ vMr(f) 
� ���
���� 
� x ∈ vNr(f)�

2 � � � 
� ��� ����
 
	 ���� 	
�
��� �� ��� ����
 �
 ������� % 
��� ��� ���
�� ��
� 
�� �
��������� ��
� vMr(f)=vNr(f) ��� ����� f :R→R ��� ��� ����� r∈(0, 12]�
�
��� ���� ��� r ∈ (

0, 12
]
� x ∈ R ��� ��� (En)n≥1 �� � ������	
�� ��!
��

�� 	��	��	 �� R 	��� ���� vp+(R \En, x) ≥ r ��� n ≥ 1� ����� ��
	�	 E ⊂ (x,∞)
	��� ���� vp+(R \ E, x) ≥ r ��� ��� ����� n ≥ 1  � ���� E ∩ (x, yn) ⊂ En

��� 	�!� yn > x�

2 � � � 
� >� �		����
��	� 
�� ����� n ≥ 1 ����� �,
	�	 xn > x 	��� ����

Λ(R \ En, (x, t))

t− x
> r − 1

n

�� ��� t ∈ (x, xn].

$� ��� �		��� ���� xn+1 < xn 
�� n ≥ 1 ��� limn→∞ xn = x� �
, n ≥ 1 ���
��!�� fn : [xn+1, xn] → R �� fn(t) = Λ

(
R\En, (x, t)

)−(t−x)
(
r− 1

n

)
� &� 
	 ��	
��

	��� ���� fn 
	 ����
����	 ��� ��	
�
��� 0�����γn=inft∈[xn+1,xn] fn(t)>0� .�!��

E =
⋃∞

n=1En ∩ [x + γn, xn]� $� ���
� ���� E ��	 ��� ��� ��-�
��� ����
�
��	�

8������� E ∩ (x, x+min{γi : i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}}) ⊂ En�

Λ
(
R \ E, (x, t)

) ≥ Λ
(
R \ En, (x+ γn, t)

)
≥ Λ

(
R \ En, (x, t)

)− γn

≥ (t− x)

(
r − 1

n

)

#?



	� �	�� ������
�����	�� 	� �	�	���
 ��� �	�	���	�������


��� Λ(R \ E, (x, t))

t− x
≥ r − 1

n

�� ���� t ∈ [xn+1, xn].

&� 
�����	 ���� vp+(R \ E, x) ≥ r� �

�	
��
� ��	� ��� r ∈ [0, 1
2

)
� x ∈ R ��� f : R → R� ����� x ∈ vPr(f) 
� ���

���� 
� limε→0+ vp
(
R \ {t : |f(x)− f(t)| < ε}, x) > r�

2 � � � 
� �
�	�� �		��� ���� x ∈ vPr(f) ��� ��� E �� � 	�� �
���		
�� ��
	 
����
��� ����� ε > 0� E ∩ (x− h, x+ h) ⊂ {t : |f(x)− f(t)| < ε

}

�� 	��� h > 0� ���

�����
����

vp
(
R \ {t : |f(x)− f(t)| < ε

}
, x
)
≥ vp(R \ E, x).

���	�

lim
ε→0+

vp
(
R \ {t : |f(x)− f(t)| < ε

}
, x
)
≥ vp(R \ E, x) > r.

=��� �		��� ���� limε→0+ vp
(
R \ {t : |f(x) − f(t)| < ε}, x) = s > r� ���

��� En =
{
t : |f(x) − f(t)| < 1

n

}

�� n ≥ 1� "
��� (En)n≥1 
	 ������	
��� �
����

limn→∞ vp+(R\En, x) = s > r �� limn→∞ vp−(R\En, x) = s > r� $
����� ��		
�
 �������
��� �� ��� �		��� ���� ��� !�	� ��		
�
�
�� �����	� >� ����� #�<�
����� �,
	�	 E ⊂ (x,∞) 	��� ���� vp+(R\E, x) ≥ r� ��� 
�� ����� n ≥ 1 �� ����
E ∩ (x, yn) ⊂

{
t : |f(x)− f(t)| < 1

n

}

�� 	��� yn > x� ��� ��	� 	�������� �����	

���� f |E∪{x} 
	 ����
����	 �� x� &� 
�����	 ���� x ∈ vPr(f)� �

�	
��
� ���
� ��� r ∈ [0, 1)� f : R → R� x ∈ R�

• x ∈ vPr(f) 
� ��� ���� 
� ����� 
	 �� �
�� ����!
�� 	�� B 	��� ���� x 
	
� 
�
�� �� vπr����	
�� �� B ��� f |B∪{x} 
	 ����
����	 �� ��� 
�
�� x�

• x ∈ vSr(f) 
� ��� ���� 
� ��� ���� ε > 0 ����� 
	 �� �
�� 	�� B 	��� ����

x 
	 � 
�
�� �� vπr����	
�� �� B ��� f(B) ⊂ (f(x)− ε, f(x) + ε
)
�

��� r ∈ (0, 1]� f : R → R� x ∈ R�

• x ∈ vMr(f) 
� ��� ���� 
� ����� 
	 �� �
�� ����!
�� 	�� B 	��� ���� x 
	
� 
�
�� �� vμr����	
�� �� B ��� f |B∪{x} 
	 ����
����	 �� ��� 
�
�� x�

• x ∈ vNr(f) 
� ��� ���� 
� ��� ���� ε > 0 ����� 
	 �� �
�� 	�� B 	��� ����

x 
	 � 
�
�� �� vμr����	
�� �� B ��� f(B) ⊂ (f(x)− ε, f(x) + ε
)
�

2 � � � 
� ��� ��� �		���
��	 
����� 
��� ������� ��<� �

�	
��
� ����� ��� f : R → R� x ∈ R� �����

x ∈ vP+
r (f) ⇐⇒

∃s>r ∀ε>0 ∃δ>0 ∀η∈(0,δ) ∃I⊂(x,x+η)

(|I| ≥ ηs, I ⊂ {t : |f(t)− f(x)| < ε}),
#�



��������� �	��
��
� � ����	����� ���	����

x ∈ vS+
r (f) ⇐⇒

∀ε>0 ∃s>r ∃δ>0 ∀η∈(0,δ) ∃I⊂(x,x+η)

(|I| ≥ ηs, I ⊂ {t : |f(t)− f(x)| < ε})
��� r ∈

[
0,

1

2

)
���

x ∈ vM+
r (f) ⇐⇒

∀ε>0 ∀s>r ∃δ>0 ∀η∈(0,δ) ∃I⊂(x,x+η)

(|I| ≥ ηs, I ⊂ {t : |f(t)− f(x)| < ε})
��� r ∈

(
0,

1

2

]
.

2 � � � 
� ��� ��� 	��������	 
����� 
��� ���	� ��� 
���
���
��	:

∃δ>0 ∀η∈(0,δ) ∃I⊂(x,x+η)

(
|I| ≥ ηs, I ⊂ {t : |f(t)− f(x)| < ε

})
=⇒

vp+
(
R \ {t : |f(t)− f(x)| < ε

}
, x
)
≥ s

���

vp+(R \ {t : |f(t)− f(x)| < ε} , x) > s =⇒
∃δ>0 ∀η∈(0,δ) ∃I⊂(x,x+η)

(
|I| ≥ ηs, I ⊂ {t : |f(t)− f(x)| < ε}

)
,

��
�� ���� 
�� ����� ε, s > 0� �

"� �#�! �$��%��

�	
��
� ���� ��� 0 < r < s < 1
2 ��� f : R → R� �����

C±(f) ⊂ vM 1
2
(f) ⊂ vPs(f) ⊂ vSs(f) ⊂ vMs(f) ⊂ vPr(f) ⊂ vP0(f) ⊂ vS0(f).

2 � � � 
�
��� !�	� 
����	
�� 
�����	 
��� 8�������� #�%� ��� �����	� 
��� ������� #�1� �

$� 
�������� ��� 
�����
�� �������
��	:

C± =
{
f : C±(f) = R

}
, S0 =

{
f : S0(f) = R

}
,

vPr =
{
f : vPr(f) = R

}
��� r ∈ [

0, 1
2

)
, vSr =

{
f : vSr(f) = R

}
��� r ∈ [

0, 1
2

)
,

vMr =
{
f : vMr(f) = R

}
��� r ∈ (

0, 1
2

]
.

��� 
�����
�� �,����� ���	���	� 
�� � �
��� r ∈ [0, 12)� � 
����
�� ������
��
�� vSr \ vPr�

##



	� �	�� ������
�����	�� 	� �	�	���
 ��� �	�	���	�������


������� %�#� �
, r ∈ [0, 12)� ��� xn = 1
(n+1)! ��� yn = xn+1+

r
1−r (xn −xn+1)


�� n ≥ 1� .�!�� � 
����
�� f : R → R ��

f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
1, x ∈ (−∞, 0) ∪ [x1,∞),

0, x ∈ ⋃∞
n=1[xn+1, yn] ∪ {0},

x−yn

xn−yn
, x ∈ (yn, xn), n ∈ N.

��� 
����
�� f 
	 ����
����	 
��� ��� �
��� �� ���� ��
�� �,���� 0� ��� ε ∈ (0, 1)�
����

vp+
(
R \ {x : |f(x)− f(0)| < ε

}
, 0
)
= vp+

(
R \

⋃
n∈N

[
xn+1, yn + ε(xn − yn)

)
, 0

)
.

/��������

yn + ε(xn − yn)− xn+1 =
r

1− r
(xn − xn+1) + ε

(
1− r

1− r

)
(xn − xn+1)

=
r + ε(1− 2r)

1− r
(xn − xn+1).

>� ����� ��9�

vp+

(
R \

⋃
n∈N

[
xn+1, yn + ε(xn − yn)

)
, 0

)
=

r+ε(1−2r)
1−r

r+ε(1−2r)
1−r + 1

=
r + ε(1− 2r)

1 + ε(1− 2r)
> r.

&� 
�����	 ���� f ∈ vSr� "
���

vp+
(
R\ {x : |f(x)− f(0)| < ε

}
, 0
)
=

r + ε(1− 2r)

1 + ε(1− 2r)
���

vp−
(
R\ {x : |f(x)− f(0)| < ε

}
, 0
)
= 0,

�� ����
�

vp
(
R \ {x : |f(x)− f(0)| < ε

}
, 0
)
=

r + ε(1− 2r)

1 + ε(1− 2r)
.

0�����

lim
ε→0+

vp
(
R \ {x : |f(x)− f(0)| < ε

}
, 0
)
= lim

ε→0+

r + ε(1− 2r)

1 + ε(1− 2r)
= r,

��� �� ������� #�9� f �∈ vPr�

�	
��
� ���� ��� 0 < r < s < 1
2
� ����

C± ⊂ vM 1
2
⊂ vPs ⊂ vSs ⊂ vMs ⊂ vPr ⊂ vP0 ⊂ vS0 ⊂ S0.

��������� ��� 
����	
��	 ��� 
��
���

#%



��������� �	��
��
� � ����	����� ���	����

2 � � � 
� ��� 
����	
��	 
����� 
��� ������� %��� $� ���� ���� �� 	��� ���� ���
�
 ���� ��� �������

��� At� 
�� t ∈ (0, 1
2

]
� �� ��� 	�� �
 ��� 
��� At = {0} ∪ ⋃∞

n=1

[
xt
n, y

t
n

]
	���

���� 0 < ytn+1 < xt
n < ytn 
�� n ≥ 1 ��� vp+(R \ At, 0) = t� "��� � 	�� �,
	�	

�� 8�������� ���?� ��� ft �� ��� ���������
	�
� 
����
�� �
 At� ����� C±(ft) =
R \ {0} ���

{
x : |ft(x)− ft(0)| < ε

}
= At 
�� ε ∈ (0, 1)� "
��� vp−(R \At, 0) = 0

��� vp+(R \At, 0) = t� �� ����
� vp(R \At, 0) = t�

����� f 1
2
∈ vM 1

2
\ C±�

&
 s ∈ (0, 12)� ���� fs ∈ vMs\ vSs�

&
 0 ≤ r < s ≤ 1
2 � ���� 
�� t ∈ (r, s) �� ���� ft ∈ vPr\ vMs�

��� 
����
��	 
��� vSs\ vPs 
�� s ∈ [0, 12) ���� ���	������� 
� @,����� %�#�

�	 � ������ �
 S0\ vS0� �� ��� ��+� � ���������
	�
� 
����
�� �
 ��� �������
���� �
 ��� 	�� A ���	������� 
� @,����� ��#� �

�
��� ���� ��� ����� E⊂R ��� x∈R 	��� ���� x 
	 � �
������� 
�
�� �� ���

��!����
�� �� E� ��� ����� 
�� 
������
�� p(E, x) ≥ vp(E,x)
1−vp(E,x) ����	�

2 � � � 
� ��� (xn)n≥1 �� � ������	
�� 	�-����� 
��� E �������
�� �� x�
��� ����� n ∈ N� ��� (an, bn)⊂ (x, xn) 	��
	
� ����
�
�� |(an, bn)|=Λ

(
E, (x, xn)

)
�

"
��� xn∈E� �� ����
�

Λ
(
E, (x, bn + bn − an)

)
= |(an, bn)|.

2��

αn =
bn − an

2bn − an − x
.

����
(bn − x) + (bn − an)

bn − an
=

1

αn
,

bn − x

bn − an
=

1

αn
− 1,

��� !������
bn − an
bn − x

=
αn

1− αn
.

0�����

p+(E, x) ≥ lim sup
n→∞

Λ(E, (x, bn))

bn − x
≥ lim sup

n→∞
αn

1− αn
≥ vp+(E, x)

1− vp+(E, x)
.

"
�
������ �� ��� 	��� ���� p−(E, x) ≥ vp−(E,x)
1−vp−(E,x) � �

�	
��
� ����

vPr � P r
1−r

��� vSr � S r
1−r

��� r∈
[
0,

1

2

)
.

# 



	� �	�� ������
�����	�� 	� �	�	���
 ��� �	�	���	�������


"
!
������

vMr � M r
1−r

��� r ∈
(
0,

1

2

]
.

2 � � � 
� ��� 
����	
��	 
����� �
������ 
��� ����� %� �

��� A �� ��� 	�� 
��� @,����� ��#� ����� ��� ���������
	�
� 
����
�� �
 ��� 	��
R \A ������	 �� M1 ��� ���	 ��� ������ �� vS0� ��
	 �����	 ���� ��� 
����	
��	
��� ������� �� ������� %�� ��� ������� %�%� �

��������� �� !�� ��� ��	� s �
�� vPr ⊂ Ps 4��� 	
�
����� 
�� Ss ��� Ms5�
&	 
� ���� ���� s = r

1−r A

�	
��
� ���� ��� ��!
�
�	 vSr ��� r∈
[
0, 12

)
��� vMr ��� r∈

(
0, 12

]
��� ���	��

����� ��� �
����
�� �� ��
���! ������������

2 � � � 
� �		��� ���� � 	�-����� (fn)n∈N� fn : R → R� 
	 ��

����� ����������
�� f : R → R� ��� x ∈ R� ε > 0� ����� �,
	�	 n0 ∈ N 	��� ���� 
�� ���� n ≥ n0

��� 
�� ���� t ∈ R ��� 
��-���
��

|fn(t)− f(t)| < ε

3

����	� �
, n ≥ n0� =��
�� ����

|f(x1)− f(x2)| ≤ |f(x1)− fn(x1)|+ |fn(x1)− fn(x2)|+ |fn(x2)− f(x2)|
<

2

3
ε+ |fn(x1)− fn(x2)| 
�� ����� x1, x2 ∈ R.

�����
����{
t ∈ R : |fn(x)− fn(t)| < ε

3

}
⊂ {t ∈ R : |f(x)− f(t)| < ε

}
.

0�����

vp
(
R \ {t : |f(x)− f(t)| < ε

}
, x
)
≥ vp

(
R \

{
t : |fn(x)− fn(t)| < ε

3

}
, x

)
.
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 x ∈ vSr(fn) 
�� ����� n ∈ N� ���� x ∈ vSr(f)� "
�
������ 


x ∈ vMr(fn) 
�� ����� n ∈ N� ���� x ∈ vMr(f)� �

$� �
�� 	��� ���� ��� 
��
�� �
 vPr�����
����	 
����
��	 
	 ��� ���	�� �����
��

��� ������������

������� %�7� ��� r ∈ [0, 12)� 8��	
��� ��� 
����
�� f ��	��
��� 
� @,����� %�#�

��� fn : R → R� fn = max
{
f, 1

n

}

�� ���� n ∈ N� ����� �������� ��� 	�-�����

(fn)n∈N ��

����� ��������	 �� f ��� f �∈ vPr� "
���{
x : fn(x) = fn(0)

}
=

{
x : |f(x)− f(0)| < 1

n

}
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vp+

(
R \

{
x : |f(x)− f(0)| < 1

n

}
, 0

)
=

r + 1
n (1− 2r)

1 + 1
n (1− 2r)

> r,

�� �������� ���� fn ∈ vPr 
�� ���� n ∈ N�

�	
��
� ���� ��� r ∈ [0, 12) ��� fn ∈ vPr ��� ���� n ∈ N� �� ��� 	�������
(fn)n∈N 
	 ��
���!�� ���������� �� f� ���� f ∈ vSr�

2 � � � 
� "
��� vPr ⊂ vSr� fn ∈ vSr� >� ������� %�6� �� ����
� f ∈ vSr� �

��������� ��� r ∈ [0, 12)� &	 ��� ���	��� �
 ��� 	�� vPr 
� ��� �������� �
 ��

���
����������� �-��� �� vSrA

B	
�� 	������� ��������	� ��� ��� ��	
�� ����� ���� ��� �������	����
����	

����
��	 ��� ���	������ 4	��� 
�� �,������ ����
 �
 �%� ������� #���� ��� ��	����

���� d
({x : |f(x)− f(x0)| < ε}, x0

) ≥ p
(
R \ {x : |f(x)− f(x0)| < ε}, x0

)
� �����

d(A, x) 
	 ��� ����� ���	
�� �
 � ���	������ 	�� A ⊂ R �� x5� $� �
�� 	��� ����
���� ��� ��� ������ �� >�
�� ���		 ����

�	
��
� ��	� ����� ��
	�	 f : R → R 	��� ���� f ∈ vM 1
2
��� f ���	 ���

������ �� #�
�� ���		 ����

2 � � � 
� .����� D0
1 = A0 = [0, 1] ��� |D0

1 | = 1 = β0� ��� I
0
1 �� �� ���� 
�������


������� 
� D0
1 �
�� ��� 	��� ������ �	 D0

1 ��� �
 ��� ������ 1
2 |D0

1 | = α0�

.����� A1 = A0 \ I01 � ����� A1 = D1
1 ∪ D1

2 � ����� D1
1� D

1
2 ��� ���	�� 
�������	

��� |D1
1 | = |D1

2 | = β1� ��� I
1
1� I

1
2 �� ���� 
�������	 
������� 
� D1

1 � D
1
2 �
�� ���

	��� ������ �	 D1
1� D

1
2� ��	����
����� ��� �
 ��� ������ 2

3 |D1
1 | = α1�

&� ��
	 ���� �� ��� ���	����� 
�����
���� ��� 
��
�
�	 �
 
�������	: ���	��{
Dn

i : i ∈ {1, . . . , 2n}, n ∈ {0, 1, 2, . . .}}
��� ���� {

Ini : i ∈ {1, . . . , 2n}, n ∈ {0, 1, 2, . . .}}
�
�� ��� 
�����
�� �������
�	

• |Dn
i | = |Dn

j | = βn; 

 i �= j ���� Dn
i ∩Dn

j = ∅; β0 = 1;

• |Ini | = n+1
n+2 |Dn

i | = αn;

• Ini � D
n
i ���� ��� 	��� ������;

• Dn
i = Dn+1

2i−1 ∪ Ini ∪Dn+1
2i ; Dn+1

2i−1 ∩ Ini = ∅ = Dn+1
2i ∩ Ini ;

• D0
1 = [0, 1]�


�� ���� i ∈ {1, . . . , 2n}� j ∈ {1, . . . , 2n} ��� n ≥ 0� &� ����
������ ��� 	�-�����

(αn)n≥0 
	 ������	
�� ��� ���������� �� 0� "
��� βn=2βn+1+αn ��� αn=
n+1
n+2βn�

�� �������� βn+1 = 1
2

(
n+2
n+1−1

)
αn = 1

2(n+1)αn < αn

n � .�����A =
⋂∞

n=0

⋃2n

i=1D
n
i
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��� Ini = (ani , b
n
i ) 
�� ���� i ∈ {1, . . . , 2n} ��� n ≥ 0� ���

B =
{
bni : i ∈ {1, . . . , 2n}, n ≥ 0

}
.

C��
��	��� B ⊂ A ��� A 
	 � ���
��� 	��� ��� ���� n ≥ 0 ��� i ∈ {1, . . . , 2n}�
��� Jn

i = (ani , c
n
i ]� c

n
i < bni � �� �� 
������� 	��� ���� αn − |Jn

i | = 1
n+1αn+1�

����� 
�� ���� n≥0 ��� i∈{1, . . . , 2n}� ��!�� � ����
�� f i
n : (a

n
i , b

n
i ]→ R ��

fn
i (x) =

{
0, x ∈ Jn

i ,
x−cni
bni −cni

, x ∈ (cni , b
n
i ].

�
������ ��� f : R → R �� �
��� ��

f(x) =

{
fn
i (x), x ∈ (ani , b

n
i ], i ∈ {1, . . . , 2n}, n ≥ 0,

0, x ∈ (−∞, 0) ∪ (1,∞) ∪ (A \B).

��� 	��	 A \ B ��� B ��� ���	� 
� A ��� f |A\B = 0� f |B = 1� �����
���� f |A
��	 �� ��
�� �
 ����
��
��� ���	� f ���	 ��� ������ �� >�
�� ���		 ����

&
 x ∈ ⋃∞
n=0

⋃2n

i=1 I
n
i ∪ (−∞, 0) ∪ (1,∞)� ���� f 
	 ����
����	 �� x� &
 x ∈ B�

���� f 
	 ����
����	 
��� ��� ��
� �� x� ��+� ��� x ∈ A \ B� ��� h ∈ (0, α1)�
����� 
	m 	��� ���� h ∈ [αm, αm−1)� ���� �� ��� !�� i ∈ {1, . . . , 2m} 	��� ����
x ∈ Dm

i = Dm+1
2i−1 ∪ Imi ∪Dm+1

2i � �����
���� x ∈ Dm+1
2i−1 �� x ∈ Dm+1

2i � >� ���	�����
�
��� ����� �,
	�	 �� ���� 
�������K 
��� ��� 
��
�� {Ini : i ∈ {1, . . . , 2n}, n ≥ 0}
	��� ���� 
�	 ��
� �����
�� 
	 ��� 	��� �	 ��� �
��� �����
�� �
 Dm+1

2i �� 
�	

�
��� �����
�� 
	 ��� 	��� �	 ��� ��
� �����
�� �
 Dm+1
2i−1 � $
����� ��		 �
 ����

����
��� �� ��� �		��� ���� ��� !�	� ��	� �����	� ����� |K| ≥ αm−1� 2��

E =
⋃∞

n=0

⋃2n

i=1 J
n
i � $� �
�� �	�
���� Λ(R\E,(x,x+h))

h �

�
�	�� ���	
��� ��� ��	�� ����� x ∈ Dm+1
2i−1 � &
 h < 2αm� ����

Λ(R \ E, (x, x+ h))

h
≥ αm − |Dm+1

2i |
h

=
αm

h
− |Dm+1

2i |
h

>
αm

h
−

1
mαm

h
≥ 1

2
− 1

m
.

&
 h ≥ 2αm� ���� x+ h ∈ K ���

Λ(R \ E, (x, x+ h))

h
≥ h− αm − 2|Dm+1

2i |
h

> 1− αm

h
− 2 1

mαm

h

≥ 1− 1

2
− 1

m

=
1

2
− 1

m
.
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=��� ���	
��� ��� ��	� ����� x ∈ Dm+1
2i � ����� x+ h ∈ K� 0�����

Λ(R \ E, (x, x+ h))

h
≥ h− |Dm+1

2i |
h

>
h− 1

mαm

h
= 1− αm

hm
≥ 1− 1

m
.

���	 �� ���� 	����� ���� 
�� ���� h ∈ (0, α1) ����� �,
	�	 m(h) ∈ N 	���
���� h ∈ [αm(h), αm(h)−1

)
���

Λ(R \ E, (x, x+ h))

h
≥ 1

2
− 1

m(h)
.

8����
���� 

 h → 0+� ���� m(h) → ∞� �����
����

vp+(R \ E, x) = lim inf
h→0+

Λ(R \ E, (x, x+ h))

h
≥ 1

2
.

���	 f |E∪{x} 
	 ����
����	 �� x ��� x 
	 � ��
�� �
 vμ 1
2
����	
�� �
 ��� 	�� E∪{x}�

&� 
�����	 ���� f ∈ vM 1
2
� �
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