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� �������	
 mX �� �� ����� ��� 2X �� � �������
 ��� X �� ��		�� � �������

���	
�	�� �� X ���� ���� ���� �� ∅ ∈ mX ��� X ∈ mX � � ���� (X,mX) �� ���
��		�� �� M ������� ��� ��� ������ S �� �� ����� X� �� mX�
��	�� ��� ��
mX�������� ��� ������� �� �� ���� �� � ����	 �������

 � m��cl (S) =
⋂{

F ; S ⊂ F, X \ F ∈ mX

}
�

!� m�-int (S) =
⋃{

U ; S ⊃ U, U ∈ mX

}
�

� ������	 ��������� mX ����" �	���� ����� ��
 ������� �� ��		�� � �	��������

��	� �� ����	� (X,mX) �� ��		�� � �	��������
�� ���
� � �� ��� �� M ������
(X,mX)� �� ����� c(mX) = {F : X \F ∈ mX}� #� �� ��$���� ��� ��� ����	�"���	
����� �� ���������	�"���	 ��� ��� ���������	�"���	 ����� �� �� M ������� %�
��		����" ��� 	����� ��� ��������
 ��� �� ���� �� ��� ������

����� � &���'� ��� A ��� B �� ��� �	����� � �� M ����
� (X,mX)� ���
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 � &�' m��cl (X \A) = X \m�-int (A)�
&�' m�-int (X \A) = X \m��cl (A)�

!� &�' �� X \A ∈ mX � ���� m��cl (A) = A�

&�' �� A ∈ mX ���� m�-int (A) = A�

�� &�' m��cl (∅) = ∅� m��cl(X) = X�

&�' m�-int (∅) = ∅� m�-int(X) = X�

�� &�' �� A ⊂ B� ���� m��cl (A) ⊂ m��cl (B)�

&�' �� A ⊂ B� ���� m�-int (A) ⊂ m�-int (B)�

(� &�' A ⊂ m��cl (A)�

&�' A ⊃ m�-int (A)�

�� &�' m��cl
(
m��cl (A)

)
= m��cl (A)�

&�' m�-int
(
m�-int (A)

)
= m�-int (A)�

����� � &���'� ������� �� M ����
� (X,mX)� ��� A⊂X� ����� x ∈ m��cl (A)
�� ��� ��� �� U ∩ A �= ∅ �� ����� U ∈ mX 
�������� x�

�� M 	��������� �� � !����

����	�
��	 �� )�� (X,mX) ��� (Y,mY) �� ��� M �������� � ������" f :
(X,mX) → (Y,mY) �� ���� �� �� M �
����		� �� x ∈ X ��� ��� �$��
 ��� V ∈ mY

��� f(x) ∈ V� ���� �*���� U ∈ mX ��� ��� x ∈ U ��� U ⊂ f−1(V ) &�+��$�
f(U ) ⊂ V '� #� x �� ��� �� M ����������
 ����� �� f � ��� �� �� �� M ����
����	���

���� �� f�

������ �� ��� (X,mX)� (Y,mY) �� �� �	��������
�� ���
�� ���

��� x0 ∈ X� �� ��� ������� f : (X,mX) → (Y,mY)� ��� ������� ����������

��� ��	��������

&�' f �� M �
����		� �� x0�

&�' �� x0 ∈ f−1(V )� ���� x0 ∈ m�-int
(
f−1(V )

)
�� ����� V ∈ mY �

&�' �� x0 ∈ m��cl (S)� ���� f(x0) ∈ m��cl
(
f(S)

)
�� ����� S ⊂ X�

&�' �� x0 ∈ m��cl
(
f−1(F )

)
� ���� x0 ∈ f−1(F ) �� ����� F ∈ c (mY)�

�� ��� ��	������
� &�'⇔&�'� �� �� ��	�� � ���	�� ���� (X,mX) ��� (Y,mY)
��� M ����
���

, � � � �� &�) ⇒ (�'� )�� V ∈ mY �� �� ���������	
 ����� ��� ��� ��� x0 ∈
f−1(V )� %��� f(x0) ∈ V� ��� �
 
�������� ���� �*���� U ∈ mX ��� ���
x0 ∈ U ⊂ f−1(V )� %�� x0 ∈ m�-int

(
f−1(V )

)
�

&�) ⇒ (�'� -������ ���� �*���� � ��� S ⊂ X ��� ��� x0 ∈ m��cl (S) ���
f(x0) /∈ m��cl

(
f(S)

)
� .������� �� ��� V =Y \m��cl

(
f(S)

)
= m��int

(
Y \ f(S))�

!



�� �������
� M �������	��� �� �������


-���� mY �� � ���������	�"
 �� Y� V ∈ mY &�� �� �� � ����� �� ���� ����	
 ��
���� ���� mY ���������" Y \ f(S)'� /����$��� f(x0) ∈ V� 0����� x0 ∈ f−1(V )�
��� �
 
�������� x0 ∈ m�-int

(
f−1(V )

)
� ,�� U = m�-int

(
f−1(V )

)
� -���� mX

�� � ���������	�"
 U ∈ mX � �� �$� ��� ��		����

U ∩ S = m�-int

(
f−1

(
Y \m��cl

(
f(S)

))) ∩ S ⊂ f−1
(
Y \ f(S)) ∩ S

=
(
X \ f−1

(
f(S)

)) ∩ S = ∅.

%��� �
 )���� !� x0 /∈ m��cl (S)� #� �� �� �������
 �� �� �����������

&�) ⇒ (�'� -������ f �� ��� M ����������� �� x0� ��� ��� ���� �*���� � ���
V ∈ mY ��� f(x0) ∈ V ��� ���� ��� ��
 U ∈ mX ��� x0 ∈ U � ��� ��
U �⊂ f−1(V )� -�� S = X \ f−1(V )� 1� ��		 ��� ��� x0 ∈ m��cl (S) ���
f(x0) /∈ m��cl

(
f(S)

)
� 2���	
� �����$� ��� U ∩S = U ∩ (X \ f−1(V )

) �= ∅ ���

�
 )���� !� x0 ∈ m��cl (S)� 3� �� ���� ���� V ∩f(S) = f
(
f−1(V )∩S) = ∅�

-�� �
 )���� ! ���� �"���� �� ������ f(x0) /∈ m��cl
(
f(S)

)
�

&�) ⇒ (�'� )�� F ∈ c (mX) �� ��� � ��� ��� x0 ∈ m��cl
(
f−1(F )

)
���

x0 /∈ f−1(F )� 1� �$� x0 /∈ X \ m��cl
(
f−1(F )

)
= m�-int

(
X \ f−1(F )

)
=

m�-int
(
f−1(V )

)
� ���� V = Y \ F ∈ mY � -���� x0 ∈ f−1(V )� �� "�� &b' ����

��� �	��

&�) ⇒ (�'� -������ ���� �*���� V ∈ mY ��� ��� x0 /∈ m�-int
(
f−1(V )

)
��� x0 ∈ f−1(V )� %�� x0 ∈ X \ m�-int

(
f−1(V )

)
= m��cl

(
X \ f−1(V )

)
=

m��cl
(
f−1(F )

)
� ���� F = Y \V ∈ c (mY)� 3����$� ��� f−1(F )∩f−1(V ) = ∅�

��� ����� x0 ∈ f−1(V )� ��� "��� x0 /∈ f−1(F )� %������� �� ��������� &�' ����
��� �	�� %�� ������������� ����	���� �� ������ �

%� ��		����" ����		��
 �	���	
 ��		��� ���� �� ����� �� %�����  �

������ �� ��� (X,mX) ��� (Y,mY) �� �� M ����
���  � � ������� f :
(X,mX) → (Y,mY) �� M �
����		� �� � ���� x0 ∈ X� ���� ��� ������� ����

 � �� x0 ∈ f−1(V )� ���� x0 ∈ m�-int
(
f−1(V )

)
�� ����� V ∈ mY �

!� �� x0 ∈ m��cl
(
f−1(F )

)
� ���� x0 ∈ f−1(F ) �� ����� F ∈ c (mY)�

, � � � �� #� �� ����" �� ���	
�� �� ����� �� ���	������� &�'⇒&�' ��� �� ��� ��
���� ��� &�'⇔&�' �	�� ��� M �������� �

����	�
��	 �� � �������	
 βmX
�� �� ������	 ��������� mX �� X �� ����

�� �� �� m����� �� mX �� ��� �$��
 ��� S ∈ mX ���� �*���� βS ⊂ βmX
���

S =
⋃
βS � #� βmX

��� �� ����� �� ���� �������	�� ��� �� M ������ (X,mX) ��
��		�� m�!�� 
	�������

�



�������� �	
���
�

����� �� ��� (X,mX)� (Y,mY) �� �� M ����
��� x0 ∈ X� f : (X,mX) →
(Y,mY)�  � βmY

�� �� m����� �� mY� ���� ��� 
������ &�' � ������ " ��

��	������� � ��� ������� ���

&�4' �� x0 ∈ f−1(V )� ���� x0 ∈ m�-int
(
f−1(V )

)
�� ����� V ∈ βmY

�

, � � � �� &�'⇒&�4' �� ��$����� &�4'⇒&�'� )�� x0 ∈ f−1(V )� ���� V �� ��

������ �� mY� %��� �� � �������	
 βV ⊂ βmY

��� ��� V =
⋃
βV� -��

x0 ∈ f−1
(⋃

βV
)
=
⋃

U∈βV
f−1(U ) ��� ��� x0 ∈ f−1(U ) ��� ���� U ∈ βV� 5



������� ��� �
 ��&�' �� )����  � x0 ∈ m�-int
(
f−1(U )

) ⊂ m�-int
(
f−1(V )

)
�
�

�������" f : (X,mX) → (Y,mY)� ���� (X,mX) ��� (Y,mY) ��� ��� M �����
���� �� M �
����		� � (X,mX) ��� 6�������� ���� �� �� �� M ����������� �� ���
����� x ∈ X� %� ��� �� �		 M �������������
 ������ �� f ��		 �� ������� �
 Df �
%� ��		����" ����	� �� � �����+����� �� ���������� &�'� &�' &�����' �� %�����  �
��� ��������� &�4' �� )���� ��

������ �� ��� (X,mX)� (Y,mY) �� �� �	��������
�� ���
��� f: (X,mX)→
(Y,mY)� #� ����

 � Df =
⋃

V ∈mY

(
f−1(V ) \m�-int(f−1(V ))

)
�

!� Df =
⋃

F∈c (mY)

(
m��cl (f−1(F )) \ f−1(F )

)
�

�� Df =
⋃

V ∈βmY

(
f−1(V )\m�-int (f−1(V ))

)
������ βmY

�� ��� m����� �� mY�

"� M 	����	�!�� ����# M 	����	��������� ��$

M 	$����������� !�����

1� ����� ��� ������� ��� ���� ���������� ��� ������� �� ��
 M �������

����� �� ������� �� M ����
� (X,mX)� ��� {Si}i∈I ⊂ 2X� �����

 � m�-int
(⋂

i∈I Si

) ⊂ ⋂i∈I m�-int (Si)�

!� m��cl
(⋂

i∈I Si

) ⊂ ⋂i∈I m��cl (Si)�

�� m�-int
(⋃

i∈I Si

) ⊃ ⋃i∈I m�-int (Si)�

�� m��cl
(⋃

i∈I Si

) ⊃ ⋃i∈I m��cl (Si)�

, � � � �� 1� )�� x∈m�-int
(⋂

i∈I Si

)
�%��� ���� �� � U ∈ mX ��� ��� x ∈ U ⊂⋂

i∈I Si� 3�$����	
� �� "�� U ⊂ Si ��� ��� i ∈ I� ��� ��� x ∈ m�-int (Si) ���
��� i ∈ I�

2. )�� x ∈ m��cl
(⋂

i∈I Si

)
� 5
 )���� !� ��� �� U ∩ ⋂i∈I Si �= ∅ ��� ���

U ∈ mX ��� x ∈ U� %��� U ∩ Si �= ∅� ��� ��� i ∈ I� ��� �����+����	
�

�



�� �������
� M �������	��� �� �������


x ∈ m��cl (Si)� -�������� 3. ��		��� �
 2. ��� 1.&�' �� )����  � -�������� 4.
��		��� �
 1. ��� 1.&�' �� )����  � �
����	�
��	 � &��� ��� 6�������� !��&�'� �� ��� 6�������� !��&�'�'� )�� (X,mX)
�� �� M ������� � ��� A ⊂ X �� ���� �� �� mX��������� &�� M ���������'
�� ���� �*���� � ��� U ∈ mX ��� ���

U ⊂ A ⊂ m��cl (U ).

#� �� 7���� &��� ��� %����� !�8&�'� �� ��� %����� !�8&�'�' ��� �� A ��
mX ����������� ��� A ⊂ m��cl

(
m�-int (A)

)
� )����� ( ��� � �	�"�	
 ������

��	��� ���� 7���� ����	���

����� � &��� )���� ����'� �� �� M ����
� (X,mX)� ��� ������� �� 
��

������ ��� ��	��������

 � (X,mX) �� � �	��������
�� ���
��

!� �� m��cl (F ) = F ���� X \ F ∈ mX �� ��
� F ⊂ X�

#� �� ��������
 �� ���$� )���� (�

����� � &��� %����� !�8&��'�'� ��� (X,mX) �� � �	��������
�� ���
�� �����

� �	���� A � ��� ���
� X �� mX��������� �� ��� ��� �� A ⊂ m��cl
(
m�-int (A)

)
�

%� ����	
 �� �		mX ���������� ������� �� �� M ������ (X,mX) ��		 �� �������
�
 SO (X,mX)� ��������" �� )���� � &3. ��� 4.'� ��� )���� �� �� ��		����"
����	� ��
 �� ����	
 �����$���

����� ��  � (X,mX) �� � �	��������
�� ���
�� ���� � ��
(
X, SO (X,mX)

)
�

, � � � �� #� �� ��9����� �� ��� )���� � &3. ��� 4.' ��� )���� �� 2���	
� ���
��
 ����	
 {Si}i∈I ⊂ SO (X,mX) �� �$� ��� ��		����⋃

i∈I

Si ⊂
⋃
i∈I

m��cl
(
m�-int (Si)

)

⊂m��cl

(⋃
i∈I

m�-int (Si)

)

⊂m��cl

(
m�-int

(⋃
i∈I

Si

))
.

%���
⋃

i∈I Si ∈ SO (X,mX)� �
����� �� &�'  � �� M ����
� (X,mX)� A ∈ SO (X,mX) �������

m��cl (A) = m��cl
(
m�-int (A)

)
.

&�'  � (X,mX) �� � �	��������
�� ���
�� ����� ������� ��� ���� ��������

������� A ∈ SO (X,mX)�

(



�������� �	
���
�

, � � � �� &�' )�� A ∈ SO (X,mX)� %��� A ⊂ m��cl
(
m�-int (A)

)
� :���" 4.&�'

�� )����  � �� �$� m��cl (A) ⊂ m��cl
(
m��cl (m�-int (A))

)
��� ��� �
 6.&�'

�� �� ���� 	����� m��cl (A) ⊂ m��cl
(
m�-int (A)

)
� 3� �� ���� ���� A ⊃

m�-int (A) ��$����	
 ���	���m��cl (A) ⊃ m��cl
(
m�-int (A)

)
� %���m��cl (A) =

m��cl
(
m�-int (A)

)
�

&�' 5
 5.&�' �� )����  ��� ��� 
�������� ��� "��� m�-int (A) ⊂ A ⊂
m��cl

(
m�-int (A)

)
� %��� ����� �� ����� (X,mX) �� ���������	�"���	� �
 6���

������ �� �� ������	
 ������ ��� A ∈ SO (X,mX)� �

��������� ��  � (X,mX) �� � �	��������
�� ���
�� A ∈ SO (X,mX) �� ���

��� �� m��cl (A) = m��cl
(
m�-int (A)

)
�

����� 	 & ��� .���		��
 �� �'� ��� (X,mX) �� � �	��������
�� ���
� ���

(Y,mY) �� �� M ����
�� ����� �� ��� ������� f : (X,mX) → (Y,mY)� ��� ���

����� �� 
������� ��� ��	��������

 � f �� M �
����		��

!� f−1(V ) ∈ mX �� ��
� V ∈ mY�

����	�
��	 �� )�� (X,mX)� (Y,mY) �� M �������� � ������" f : X → Y ��
���� �� �� M ������
����		� �� f−1(V ) ∈ SO (X,mX) ��� ��� V ∈ mY�

#� �� ���� �������" �� ��		����"�

������ �� ��� (X,mX) �� � �	��������
�� ���
� ��� (Y,mY) �� �� M �����


�� $ ������� f : X → Y �� M ������
����		� �� ��� ��� �� f �� M �
����		�

�� ��%��� �
(
X, SO (X,mX)

)
������� � (X,mX)�

, � � � �� ��
(
X, SO (X,mX)

)
�� � ���������	�"���	 ����� &)���� 8'� �� ����	��

���� ��		��� ���� )���� ;� �

����	�
��	 �� )�� (X,mX) �� �� M ������� � ������ A �� �� ����� X �� ����
�� �� mX������� ����� �� m�-int

(
m��cl (A)

)
= ∅� A �� ���� �� �� � mX�%���


������ �� A ��� �� ������� �� �� �� ���� �������	� ����� �� mX ������� �����
�����

����� �
� �� ��� �	���� S � �� M ����
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) \m�-int (S)
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m�-int (S)
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m�-int (S)

)
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A =
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X \m�-int (S)
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(
m�-int (S)

)
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m��cl (A) ⊂ m��cl
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X \m�-int (S)

) ∩m��cl
(
m��cl

(
m�-int (S)

))
,

��� �
 1.&�' ��� 6. �� )����  �

m��cl (A) ⊂ X \m�-int (S) ∩m��cl
(
m�-int (S)

)
,
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� %�� �
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�� ������

m�-int
(
m��cl (A)

) ⊂ m�-int
(
X \m�-int (S)

) ∩m�-int
(
m��cl

(
m�-int (S)

))
=
(
X \m��cl

(
m�-int (S)

)) ∩m�-int
(
m��cl

(
m�-int (S)

))
.

0���$��� m�-int
(
m��cl (m�-int (S))

) ⊂ m��cl
(
m�-int (S)

)
&5.&�' �� )����  '�

�� m�-int
(
m��cl (A)

)
= ∅� %� ����� �� ����	���� �
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 �� ���$� �� ���� ����	� �� ��� ��������
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�� ���
�� ���� (Y,mY) �����

mX�!�� 
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��� ��� Df �� � mX�%��� 
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Df ⊂
⋃

V ∈βmY

[
m��cl

(
m�-int

(
f−1(V )

)) \m�-int (f−1(V )
)]
.
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