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Digitalne pribehy v nelinearnych dynamickych
ekonomikach v diskrétnom éase'

Ladislav ANDRASIK*

Digital Stories in Non-linear Dynamical Economies in Discrete Time

Abstract

Advanced simulation and/or experimentation in virtual laboratories help to bet-
ter understand the complex economic phenomena without sophisticated mathe-
matical skills. That is useful for acquiring economic knowledge too. Economic
laboratories created in Excel and STELLA for analysing dynamical behaviour of
nonlinear economic models is exhibited. Such devices help to understand the
complex behaviour of dynamic economic systems at least in qualitative imagina-
tions. There are several cases of emergences of qualitative phenomena such as
equilibrium-disequilibrium, bifurcation to orbit with several periods and/or to de-
terministic chaos in simple discrete non-linear systems. In order to demonstrate
this, we used an example of Day’s descriptive theory of economic growth with envi-
ronmental factors, and Hermann'’s modification of Kaldorian cyclical growth.
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Uvod

V konvenénej ekonémii, resp. v MSE? sa vécsinou stretdvame s dobre fungu-
jucimi systémami. Inak povedané, systémy sa spravaju tak, ako si to sam ekonom
predstavuje, ¢i oCakava, ze by sa mali spravat. Problémom tejto ekonomie je
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vsak to, ze hospodarstvo sa v objektivnej realite v prevaznej miere takto poslusne
nesprava, ¢o zaiste netreba zvlast dokazovat. Aj preto niekedy vznika diskre-
pancia medzi tym, Co riesi Standardna ekonomia, a €o ,,rieSi ziva, zijuca eko-
nomika. Jej pri¢ina je spravidla vysledkom zjednodusSujucich predpokladov,
neprimeranych abstrakcii a snahy niektorych ekonomov pripisovat’ objektivnej
realite vlastnosti, ktoré v skutoCnosti nema. Preto sa v beznej ekonomicke;j litera-
ture niekedy rieSia systémy, ktoré umoznuju ist’ ,,lahSou cestou®, teda systémy
ktoré su jednoduché linearne, rovnovazne, stabilné, statické atd’., no pritom tie
zlozitejSie z nich takisto m6zu mat’ neziaduce vlastnosti, ako je nerovnovaznost’,
nestabilita a pod. Je to vSak v rozpore s objektivnou realitou, ktora nie je jedno-
ducha nelinearna [1; 2; 3; 6], dynamicka, ba je dokonca evolu¢na v ekologic-
kom® zmysle tohto slova. V takom pripade ale vznikajii niektoré metodické
a nastrojové tazkosti pre menej matematicky erudovanych ekonémov, ¢o moze
u jednotlivcov vyvolat’ az averziu k uvedenej problematike.

Napriek uvedenym suvislostiam sa nazdavame, Ze existuje vel'a dobrych dovo-
dov, aby sa aj v beznej ekondmii priznalo, ze v hospodarskej realite sa veci nemaju
tak, ako sa zvyknu opisovat’ v niektorych ucebniciach alebo neraz aj vo vedec-
kych spisoch. Preto pred uvedenou realitou netreba ustupovat, ale treba ju riesit,
a to nielen v uzkej vedeckej komunite. Nast'astie tu svitd nadej aj pre matematic-
ky menej zdatnych ekonémov. Bez osobitného dokazovania konstatujeme,* Ze
rozvoj informac¢no-komunikaénych technologii (IKT), softvérového inZinierstva
aumelej inteligencie vychadza v ustrety nielen im, ale dokonca aj matematicky
erudovanym odbornikom, pretoZe aj im mimoriadne ul’ahcuje ich pracu.

Na niektoré suvislosti uvedeného problému chce poukazat’ tato stat’. V snahe
nezat'azovat’ Citatel’a lohou naucit’ sa programovat’, snazime sa pouzivat’ pokial
mozno najjednoduchsie postupy, ato v prostrediach, ktoré st bezne dostupné
a vyuzivané aj v nasich podmienkach, totiz v Exceli a v STELLE [1; 2; 7; 15].

V prvej Casti podavame zakladnt informaciu o nelinearitach a nestabilitach v ab-
straktnych, resp. ekonomicky blizsie neidentifikovanych systémoch. V druhej Casti
identifikujeme nelinearny dynamicky systém ako ekonomicku tlohu deskriptivneho

? Treba zdéraznit, Ze v slovenskej ekonomickej literatiire sa pojmom ekologicky pristup dost
Casto akosi ,,ad hoc* ¢i podvedome chape pristup, ktory zohladiluje kritéria ochrany zivotného
prostredia. V tomto prispevku pouzivame uvedeny pojem v zmysle pristupov a metdd ekologie ako
vednej discipliny, teda ide nam o ekologické vztahy a vizby, ktoré sa vyskytuju v populaciach
réznych druhov ekonomickych agentov. Napriklad suhra genotypu a fenotypu vo fylogenéze dru-
hov, ktoré maji medzi sebou ekologickll vdazbu (ekologicky systém dravec — korist’, konkurencia,
symbidza, mutualizmus a pod.), vytstuje v evolicii do emergencie novych kvalitativnych stavov
¢i rezimov, teda do sukcesie.

* S vyuzivanim prostriedkov IKT, internetu, komerénych alebo aj vlastnych softvérov, ktoré
ulahcujii ekonomicktl analyzu a aj difuziu takto ziskanych poznatkov v Sirokom spektre iloh, mame
dlhoro¢né pozitivne skiisenosti. Informovat o nich by vSak vyzadovalo priestor viacerych prispevkov,
ktoré su standardom pre Ekonomicky ¢asopis. Takze zostavame iba pri v§eobecnom konstatovani.
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rastu. Mozné pri¢iny nelinearity a nestability v hospodarskom raste vysvetl'uje-
me v tretej Casti na zéklade zatazi prirodzeného prostredia, vznikajucich v do-
sledku neprimeraného rastu l'udskej populdcie atym vznikajiceho prilisSného
tlaku na rast investicii. Napokon vo Stvrtej Casti sa podrobnejSie zaoberame do-
sledkami zavedenia sigmoidného tvaru grafu investi¢nej funkcie v modeli cyk-
lického rastu, ktorého povodnym autorom bol N. Kaldor. Hlavny prinosom ma
byt demonstracia, Ze virtualne laboratéria pomdzu lepSie porozumiet’ ekonomic-
kym hlavolamom® aj menej matematicky erudovanym ekondémom a tak ziskat’
kvalitnejSie a trvalejSie vedomosti.

1. Cykly a jednodimenzionalny deterministicky chaos v diskréthnom
nelinearnom systéme

Uvazujme diskrétny jednodimenzidlny systém v Standardnom (vSeobecnom)
matematickom zapise

X, =f(x,A) stym, Ze x, R a LR (1)

kde x, je stavova premenna a A je parameter. Aby sme zvysili nazornost, uva-
zujme konkrétnu obmenu (1) napriklad v podobe konkavnej kvadratickej funkcie

Yo = (6, 4) = A%, (1= x,),x, €[0,1], 2 €[0,4] @

ktora je z biolodgie znama ako Verhulstova funkcia ¢i Verhulstova dynamika ale-
bo vSeobecnejSie ako logistickd rovnica. Takyto utvar sa da dobre spoznavat aj
pomocou vhodnych appletov tak, ze hodnoty experimentu sa menia posuvanim
jazdca na ,reostate*.®

Grafom funkcie (2) v dvojrozmernom priestore x, a x,+; je parabola, ktora
mozno l'ahko skonstruovat’ v Exceli, a to sme aj urobili na obrazku 1. Vzhl'adom
na to, ze konstrukcia je sice 'ahké na postup, ale manualne pracna a zabera pri-
velky priestor v harkoch Excelu, rozhodli sme sa nezaradit’ priamo snimky si-
mulacii, ale uvadzame len ich grafické vysledky v sérii snimok. Zvolili sme si

nasledovné udaje x,-o = 0.2, 1 = 3.995, kroky ¢asu DT = 1.

> Dynamicky jav, ktory treba opisat’ naroénym matematickym formalizmom a ktory navyse
vyZzaduje zlozité postupy rieSenia, ba dokonca mdze nemat’ analytické rieSenie, obvykle oznacuje-
me v naich pracach obrazne pojmom #hlavolam. 1de napriklad o také dynamické systémy, ktoré
majl v rieSeni orbity s viacnasobnymi periodami, pripadne maju charakter Neimarkovej-Sackero-
vej bifurkacie, alebo dokonca mozu bifurkovat’ do deterministického chaosu. KedZe spolocenské
hospodarstvo mozeme chéapat’ ako multiagentovy systém, tak spozndvanie spravania takého systé-
mu moze byt naozajstnym hlavolamom.

6 Zaujemca, ktory ma lacny pristup na internet, najde taky applet na stranke: <http:/alife.tuke.sk/~
palkom/bio-nove/LogistickaRov/applet/javaapplet.htm>, a mdze si vyskusat’ rozli¢né pripady evo-
Iucie opisanej Verhulstovou funkciou.


http://alife.tuke.sk/%7E%20palkom/bio-nove/LogistickaRov/applet/javaapplet.htm
http://alife.tuke.sk/%7E%20palkom/bio-nove/LogistickaRov/applet/javaapplet.htm
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Obrazok 1 Obrazok 2

Graf logistickej rovnice pre Lambda=3,995 Graf logisticeki rovnice s tetivou so sklonom 45°
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Priese¢nik grafu funkcie s tetivou pod sklonom 45° mdze byt potencialne do-
siahnuteInym bodom rovnovahy. Ked’ze ide vlastne o parabolu s exponentom 2,
bude zavisiet' od hodnoty parametra A, ¢i evoltcia bude z dajakého zaciato¢ného
bodu x,-y = xy naozaj konvergovat’ k tejto rovnovahe alebo k dajakej stabilnej
orbite, ¢i sa dokonca bude generovat’ nestabilita.

Pavuginova evolucia’ na obrazku 3 ukazuje pohyb podobny deterministické-
mu chaosu — evoltcia sa zacala z bodu x,= 0.2.
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Pavucinova evolucia na obrazku 4 znazoriiuje pribeh na orbite ,2% t. j. x;
verzus x,+,. Aj v tomto pripade sa evolucia zacala z bodu x, = 0.2. Pavucinova

7 Verhulstova funkcia pdvodne predstavovala formalizmus na vyjadrenie dynamiky biologickej
populacie, teda vlastne evoliciu pocetnosti populécie alebo hustotu populacie v dajakom prostredi
s obmedzenymi zdrojmi. Ak je, velmi zjednodusene vzaté, rychlost’ mnozenia populacie (t. j. v tomto
pripade sa koeficient A takto interpretoval) vécsia ako uzivnost’ prostredia, populacia za¢ne hyntt
v désledku hladovania, az kym jej pocetnost’ neklesne na Uroven, ktora je primerand ponuke obzi-
vy. Takto sa mdze vynorit' evolucia v podobe orbity s dvomi peridédami, pri vy$Sej hodnote 4
s viacerymi periddami, napokon pri vel'mi vysokej hodnote A mdze systém bifurkovat’ do determi-
nistického chaosu. Tieto pripady, podobne ako ten na obrazku 3, sme simulovali v naSom laborato-
riu vytvorenom v Exceli a uvadzame ich na nasledovnych snimkach (obr. 3 — 6).
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evolicia na obrazku 5 znazornuje pribeh na orbite ,,3%, t. j. x, verzus x,+;. Aj
v tomto pripade evolicia zacala z bodu x, = 0.2. Na obrazku 6 je znazornena
situacia, ked’ sa 4 tesne priblizi k hornej hodnote A = 4; tu uz jasne vynikne zlozi-
té spravanie logistickej rovnice pri vysokych hodnotach parametra A.

Obrazok 5 Obrazok 6
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Na obrazkoch 7 a 8 su pre inti (moznozZe aj lep$iu) nazornost’ uvedené snimky
urobené ako ,,pavucinové™ animacie ,,roztiahnuté” do krokov diiky DT =1.Na
obrazku 7 je jasne vidiet’ fluktuacie hodnoty x takmer v celom intervale 0 < x < 1,
kym na obrazku 8 je tlmena oscildcia konvergujuca k rovnovahe. Vidime tu vSak
vel'mi pomala konvergenciu — timené oscilacia dosiahne konstantna a rovnovaz-
nu hladinu x zhruba po 900 krokoch evolucie.

Na obrazkoch 9 a 10 je snimka z experimentu s hodnotami 4 = 3, x, = 9.9835,
a aby bolo jasnejiie vidiet' East’ pavuéiny (ako si ju bezne prestavujeme®) z ob-
razku 9, zmensSili sme x; na x, = 9.75 a tito plochu sme vystrihli, ¢o vidno na
obrazku 10 — ukazuje Cast’ tvaru pavuciny ,,v beznom zmysle* poziti na vizuali-
zaciu evolucie. Ide tu teda o zvadseninu pribehu z obrazku 9.°

¥ Predstava pravidelnej pavuciny vznikla na zaklade pozorovanej pavudiny pavika kriziaka.
Viacsinou sa tak aj zobrazuje — takto sa sformovala v obecnom povedomi akasi ,.kanonickd* pred-
stava pavuciny. Ak sa vSak znazorfiuje evolucna trajektoria deterministického chaosu, tak tato
pravidelnost’ sa vytrati.

? Vysledny (resp. koncovy) stav evolucie sa v Exceli da dosiahnut’ aj tak, Ze na vytvorenie grafu
pouzijeme vysledky vypoctu z prislusného poctu riadkov a/lebo stlpcov — podl'a toho, ako sme si



244

Obrazok 9

Obrazok 10

1 Evolucia k rovnovahe - prechod do kanonickej pavuéiny
07 i
P~

|~
04
03
02

075 Kanonicka ¢éast’ pavuéiny

073
o7
069
067
065
063
061
059
057

o

085 +
0 057 05 0§ 0F3 05 OF 083 071 073 07

Obrazok 11

Obrazok 12
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Obrazok 13

Bazén arakcle x pri x{t) verzus xiie2)

Dalgim nastrojom, ktory si mozno vytvorit’ aj v tabul’kovom procesore Excel,

je bifurka¢na mapa. Systém, ako je ten na obrazku 11, je prikladom bifurkacnej
mapy, ked’ hodnota koeficientu 4 je z intervalu A € [1; 4] : vlavo, pri nizsich hod-

notach je rieSenie sustavy rovnovazne, vpravo, pri vy$sich hodnotach 4 sa vSak
objavuju bifurkécie (zdvojnasobovanie periddy — period doubling bifurcation,

usporiadali vypocet. V niektorych softvéroch, napriklad v iDmc, je na posun (tranziciu) vytvoreny
$pecialny nastroj, ktory umozinuje zviditelnit’ graf od daného kroku zvolen¢ho v na to uréenom
okienku, takze vlastne mozno presne nastavit’ interval zobrazenia evolucie.
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resp. flip bifurcation), t. j. ked’ pri 4 > 3 mapa vyzera, akoby to bol systém
s vlastnostami Strukturnej nestability. 1de o to, ze taky dynamicky systém by
menil svoje spravanie uz pri velmi malej perturbacii'® vektorového pora.''

To, ¢o sme tu uviedli, sa bude eSte vyraznejSie tykat’ pribehu s modelom cyk-
lického rastu kaldorovského typu, ktory ukazeme v jednom z d’al§ich odsekov.
Pre charakteristiku dynamiky nelinearneho systému a pre vacsiu nazornost’ rie-
Seni modelov skonstruovanych na zaklade Verhulstovej dynamiky byva vyhodné
ukazat’ situaciu v tzv. bazéne atrakcie.'* Ten sa vytvori tak, 7¢ hodnota A sa zvy-
Suje vo vel'mi malych krokoch od dajakej vychodiskovej hodnoty vécésej o infi-
nitezimalne malu hodnotu od nuly, resp. sa zmensuje od maximalnej hodnoty,
t.j. od 4 = 4. Vysledok takejto evoltcie sa vynesie do suradnicovej ststavy x,
verzus X,+;, ako to vidno na obrazku 12, alebo do stiradnicovej sustavy x, ver-
Zus X,+,, tato situdcia je na snimke na obrazku 13. Vsetky vysledky a snimky
z experimentov obrazkov 1 az 13 sa daji dobre identifikovat’™® napriklad v ob-
lasti popula¢nej dynamiky, ako aj v rovine viacerych inych socialnych a huma-
nitnych vied.

2. Nelinearity v deskriptivnej teoérii rastu — Dayho model

Verhulstova funkcia mo6ze za urcitych okolnosti sluzit” ako ,,metaforicky pre-
kurzor* pre niektoré dynamické modely v ekonémii. Prikladom méze byt des-
kriptivna teoria ekonomického rastu. Ak chceme pomerne jednoducho identifi-
kovat’ chaotické spravanie ako ekonomicky systém, o ktorom sme uz hovorili,
sta¢i mierne modifikovat’ konvencny neoklasicky model rastu a transformovat’

1% Treba vsak poznamenat’, Ze oba terminy, t. j. Struktiirne nestabilny systém aj mald perturbd-

cia su pomerne vagne aj v uz§ej matematickej komunite (t. j. medzi skupinou topologikov), takze
ich pouzivame aj v tejto stati iba ako voI'né metafory. Vol'ne povedané, systém sa stava Struktirne
nestabilnym vtedy, ked’ staci aj dostatocne mala perturbacia vektorového pol'a na to, aby prestal
byt topologicky ekvivalentnym s pévodnym systémom.
"' Keby sme pracovali v softvéri MATHEMATICA (Wolfram), vektorové pole by sme mohli
vytvorit' aj pre tu vysvetlovany problém. Ale st aj iné moznosti, napriklad jeden zo Studentov
(V. Bachraty z FIIT STU) vytvoril ako semestralnu pracu softvér na vizualizaciu dynamickych
ekonomickych systémov, ktorym mozno vykreslit' vektorové pole a tento nastroj vystavil aj na
internet (link na stranku: <http://student.fiit.stuba.sk/~bachratv02/mes>). Da sa v iom vytvorit’ aj
absorpcnd oblast.

12 Bazén atrakcie mozno povazovat za terminus technicus (basin of attraction). Pre vednu
intersubjektivitu pojmov by bolo vhodné tento termin adoptovat’ aj do slovenskej ekonomicke;j
terminolégie. Jeden z anonymnych recenzentov tejto state, ktorému som vd’aény za viaceré po-
strehy a népady, navrhol slovensky termin spddova oblast, ktory tiez presne vystihuje podstatu
veci.

13 Takyto simulaény aparat sa hodi na zviditeIfiovanie rozliénych evoluénych pribehov vo
viacerych vednych triedach. Samozrejme, kazdy vedny odbor si ich obsah identifikuje po svojom.


http://student.fiit.stuba.sk/%7Ebachratv02/mes
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ho do diskrétneho &asu.'* Inymi slovami, neoklasicky model upravime tak, aby
. v . . . . . . 1 A v

mal vlastnosti uz uvedenej logistickej funkcie, resp. rovnice.'> Mdzeme ho, pred

prisluinymi zjednoduseniami, vyjadrit’ nasledovnymi rovnicami a funkciami:'®

Y=C +1,

1, =K,

S, =Y, -C, =57, s>0 3)
Y, =F(K,,L)

L =1+n)L, n>0

priCom symboly sme pouzili tak, ako je to bezné v ekonémii, n je miera rastu
ponuky pracovne;j sily a s je konStantna marginalna miera uspor. Stupen lineér-
nej homogenity produkénej funkcie je jednotka a predpokladame, ze kapitalova
vybavenost’ v budicom roku je zavisla od marginalnej miery uspor

Kt+1 1
—l = gF(K,,L)— 4a
1 (K, t)Lt (4a)

alebo po prijati konvencie, Ze po deleni (4a) premennou L sa budli pouzivat
malé pismena, t. j. K, /L, =k,

ki (L m) = sf (k) (4b)

kde k, bezne chapeme ako kapitdlovll vybavenost’ prace. Vzt'ahy (4a, b) by sme
mohli povazovat’ za velmi zjednoduSent modifikdciu modelu rastu Solowa-
-Swana [17; 18]. Zjednodusenu produkénti funkciu zapiSeme v podobe
%: fk)=Qk (m—k) , k, <m=konst. (5)
t
Rozdiel (m — k) vyjadruje jednotkovy negativny vplyv investicii v zmysle
vSeobecnej zat'aze priemyselnej vyroby na zivotné prostredie. Je zrejmé, ze da-
jaké (dana, zvolend) konsStantnd hodnota m zavadza do vzt'ahu (5) akusi uroven
nasytenosti, pretoze priblizovanim k; k hodnote m jednotkovy output klesa, pri-
padne az k nule, ak sa dosiahne rovnost’ k, = m. Ked’ pravu stranu (5) dosadime
do (4) po uprave

'S podobnymi pokusmi sa zagalo na prelome 70. a 80. rokov. Zniamym sa stal najmé pristup,
o ktorom referoval R. Day v [4]. V tych ¢asoch (koniec 70. a zaciatok 80. rokov) som publikoval
v Ekonomickom ¢asopise niekol’ko stati na podobnu tému.

'3 V uvedenej sustave funkcii a rovnic sa niektoré vztahy mézu javit z pohladu konvenénej
ekonomickej vedomosti ako nelogické, ¢i dokonca chybné, napriklad ten, v ktorom sa cely docho-
dok premienia na investicie. Tieto zjednoduSenia sa urobili pre zretelnejSiu vizualizaciu zlozitosti
v dynamickom procese.

' Treba poznamenat’, Ze sa tu predpoklada uplné znehodnotenie kapitalu v danom hospodar-
skom roku, to znamena4, Ze terajsie investicie sa stavaju kapitalom v nasledujicom roku.
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_ sQkl (m—k)
t+1 (1 + }’l)

(6)

Len v zaujme toho, aby sme mohli jasnejsie ilustrovat’ identifikaciu mozného
ekonomického obsahu logistickej funkcie, zavedieme do¢asné zjednodusenie,'’
ato tak, ze f =y = m = 1. Takto sa vzt'ah (6) zredukuje

_ sQk,(1-k,) sQ

= e a po uprave nak,,, = m(l —k,) (7

Q
a ked’ zlomok vo vztahu (7)18 substituujeme za 4, t. j. A= S—, a k, dosadime za

x;, dostaneme povodnu Verhulstovu dynamiku (2) z predchadzajiicej Casti. Inymi
slovami, vSetko to, ¢o sme v tom odseku predviedli, plati kvalitativne aj pre eko-
nomicky model (7), teda v snimkach obrazkov 1 — 13 sta¢i nahradit’ symboly x
za k a grafické vysledky budu svojim tvarom platit’ aj pre (7), takze ich teraz
netreba znovu ukazovat’. Presvied¢a nés o tom snimka na obrazku 14, ktora je kvali-
tativne Uplne podobna situacii na obrazku 11. Navyse sme ziskali to, Ze dekompozi-

ciaina A= nam umoziuje riadit’ evollciu aj parametrami s, 2 a 7.

(1+n)

Obrazok 14

Bifurkaény diagram pre k verzus s

0s 4

oe

0E

ko5 4

'7 Aby sme ¢itatel'a nepomylili, treba zdoraznit, Ze sa to naozaj robi len v zdujme ilustracie
kvalitativnej podobnosti oboch pribehov a toho, ze simulacie pomocou podobnych funkcii, ako je
Verhulstova, st vyhodné aj v ekonomickych pripadoch. TakZe tu netreba hl'adat’” hlboky ekono-
micky obsah, ale ukazku nastroja. Keby sa totiz zahrnuli vSetky relevantné ekonomické predpokla-
dy, priklad by bol pre tato ilustraciu tazkopadny. Isteze by sa dal pouzit’ aj zlozitejsi pripad deri-
vaciou (7) podla k, t. j. dki1/k, a vysledok sa polozi rovny nule, ale poziadavky na rozsah state to
neumoziuju. Napokon aj tento jednoduchsi priklad kladie znacné naroky na pochopenie, lebo
predpoklada ur¢ité matematické zrucnosti.

'8 Tento vzt'ah vlastne generuje bifurkatnt mapu, ked’ na horizontalnej osi je 4, a na vertikalnej
k.
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Experiment bol s mierou uspor s v rozsahu s e [0.05, 0.2] , konstantna miera

rastu ponuky prace je n = 0.0025 a parameter 2 je Q = 20.05. Na obrazku 14
je zase bifurkaéna mapa,' ale tentoraz miery tspor, na ktorej vidime, e s ras-
tom miery uspor rastie podiel kapitalu, a to rovnovazne v skratenom intervale
s€ [0.05, 0.15] , na konci neho hodnota k dosiahne troven k£ = 0.698. V bode

s = 0.15 nastane Stiepenie (bifurkacia), strati sa stabilita a utvori sa cyklus, kto-
rého amplitida sa stale viac a viac roztvara. Pri dosiahnuti trovne s = 0.1715 sa
amplituda k& dostala na rozpitie medzi hornti uroven ke = 0.8459387 a dolnt
uroven kg = 0.4419241 a vznika Stvorita vidlica, ktora sa d’alej roztvara. Po
dosiahnuti urovne s = 0.1763 nastane d’alSia bifurkacia a utvori sa osemnasobna
vidlica. Aj tato vidlica sa d’alej roztvara, ako je to zrejmé z obrazku 15. Na tejto
snimke vidime prechod zo Styroch Grovni na osem. Pri d’alSom zvySovani miery
uspor sa pocet irovni zase zdvojnasobni tentoraz na 16.

Obrazok 15

089

i
088 ——

0&7

0,86
085
0,54
083

— . e - ——————
0,52 == T e

AL
ML

4

053 =

0,52 SiEEEs
0,51 *

0,38

0,37 e v

0,36 - - = - -
01758 0478 04782 01784  017EE 01768 0177

To sme ilustrovali na obrazku 16. Intervaly sa stale skracuju a pri trovni us-
por s = 0.1875 systém prechadza do chaosu. Aj tuto snimku, a vlastne prevazna
vacsinu z nich uvaddzame len pre lepSiu nazornost. Problém je totiz v tom, Ze
v pripade tlace na papier stricame vSetky vyhody, ktoré mame pri experimento-
vani vo virtudlnom laboratdriu. Aj toto je, hoci nepriamo, jasny dokaz vyhodnosti
prace vo virtualnom laboratériu. To, ¢o pri experimentovani mozno priamo pozo-
rovat, zistovat, a nasledne ihned’ na to reagovat’ zmenou parametrov, v tlacéenom

' Treba si uvedomit, Ze tu ide len o vzt'ah s verzus k, teda, Ze tu nefiguruje &as (pocitatovy Cas
pouzivame len na postvanie hodnét s a vypocet &, a nie na evollciu systému).
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formate musime na to pouzivat’ zloziti verbalnu deskripciu a aj tak sa nam ne-
podari vystihnut' vSetky nuansy toho, ¢o nam dava experiment vo virtualnom
laboratériu. Obrazok 16 ukazuje, ako porovnanim disiel zistujeme, Zze cykly
majui uz 16 trovni.

’
Obrédzok 16
1,2
" i I
ILU, 0 T 0, Iﬂ8314 +0,3309 ;
084 =F EL = AL i 0,80
o) \/1\ ] \/1\
0,546 24 05475
T 7 ‘fuﬂsaws T T I
B4 t 351 i a7 In‘asurs
0,2
0
047766 007768 04777 047772 04TTT4 01776 047778 04776 017782 01774

Na tejto snimke vidime zaujimavé pasaze miery uspor v intervale s 6[0.17, 0.19].

Napriklad v okoli hodnoty s = 0.1763 je prechodovy rezim zo Styroch urovni na
osem, alebo hrana chaosu® je napriklad v intervale s [0.1875, 0.1885]. Dalej

uz nasleduje len deterministicky chaos az po uroven s = 0.2. V Exceli sme urobi-
li experimenty, aby sme demonstrovali jednak vplyv zmeny koeficientu uspor
s samostatne, jednak zlomku, ktory vyjadruje hodnotu 4. Na nasledovnych snim-
kach je znazornend evolucia so zdvojovanim peridd a prechod k deterministic-
kému chaosu (obr. 17), ako aj dva experimenty s hodnotami tspor voci vysokej
hodnote A (obr. 18). Hodnota (2 bola nastavena na (2 = 28.95. PodrobnejSie sa
touto témou zaoberame v nasledujlicej Casti. Na iné experimentovanie sme skon-
Struovali laboratérium aj v STELLE,?' v iDme, v Simulinku (MATLAB) a v d’al-
Sich, ¢i uz v komer¢nych alebo vo vlastnych softvéroch.

Obrazok 17 Obrazok 18

e,
08 — o~

.
07 1:1.5551366/ P =0.08

06 0,60625283; 0,60625283

05 o

o 0,436207; 0,436207
s=0.05

017 0172 0174 0176 0178 048 0182 0184 0185 0188 019

2% Hrana chaosu je posledné bifurkacia, po ktorej sa trajektoria uZ nezdvojuje, ale nastupuje chaos.
2! Podobné modely najdeme v publikaciach [1; 2; 7].
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3. Hospodarsky rast so zahrnutim zat'aze zivotného prostredia
v softvéri STELLA

Pri konstrukcii modelu rastu s negativnym vplyvom na prostredie pre potreby
modelu v STELLE mierne upravime vztah (6), aby sme mohli vytvorit' ¢o naj-
jednoduchsiu blokovu schému. Vychodiskova produkéna funkcia je teraz

q=Qk" (m—ky ®)
kde
q — output na jednotku pracovnej sily,
k — kapitalova vybavenost’ pracovnej sily,

m — faktor zat'aze zivotného prostredia,
B, 7, aQ” —kladné &isla s rovnakym vyznamom ako v predchadzajucej Gasti.

Rozdiel (m — k) by sa dal chapat’ ako odvod za poskodzovanie Zivotného
prostredia. Tak ako predtym, jednotkovy kapital bude rast’ aj v tomto pripade
diskrétnymi krokmi DT = [, t. j. budeme pracovat’ so vzt'ahom

_(g-9)
k(t+1)= e )

kde ¢ je spotreba per capita, n miera rastu pracovnej sily, a povazuju sa za kon-
Stanty. Ako je to v ekondmii zauzivané, jednotkova spotreba zavisi od rozdelenia
outputu na spotrebu a investicie, takZze budeme mat’ d’alsi vzt'ah

c=(1-s)g alebo s=(-c)q (10)
Ako to vSetko vzajomne skombinujeme a upravime, dostaneme vzt'ah
k(t+1)=ak” (m—k) (11)

kde a identifikujeme ako konStantu podobnu logistickej 4, t. j. tak ako v pred-

chadzajlicej Casti a = . Na konstrukciu v STELLE potrebujeme z uvede-

(1+n)

nych vztahov ziskat’ Ak, teda vpravo zodpovedajuci poziadavkam STELLY *

A =k(t+1)—k(t)=ak” (m—kY —k (12)

22 Parameter Q (Groviiovii kon§tantu) méZeme interpretovat’ aj ako neutrdiny technologicky
pokrok v zmysle J. Hicksa.

3 Pri zapisovani vzorcov a konstant do stavebnych modulov virtuélneho laboratéria vytvara-
ného v STELLE si treba dat’ pozor na niektoré odliSnosti v matematickych konvenciach. Na trochu
iné zapisovanie formil sa vSak da 'ahko zvyknut.
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V logike STELLY je tento vztah (12) pritokom do stavu v ,,nadrzi** &, ako
je to zrejmé zo schémy na obrazku 18. Pomocou tohto uplne jednoduchého vir-
tudlneho laboratéria mézeme vygenerovat’ vSetky grafy, ktoré sme uz prezento-
vali, takZe ich netreba opakovat. Teraz uz nastala prilezitost ukazat niektoré
prednosti STELLY voc¢i Excelu pri experimentovani. Na tento ucel urobime

dekompoziciu koeficientu a, t. j. zlomok a = , takZe budeme moct’ hybat’

+n)

parametrom s ako riadiacou pakou procesu, ba okrem toho explicitne uvedieme
do toku Delta k aj exponenty S a y, takze budeme moct’ tvarovat’ aj produkéni
funkciu.

Zo vsetkych sa stant1 riadiace parametre procesu, ¢o sme zndzornili snimkami
zo STELLY (obr. 19 a 20).

Obrazok 18

© STELLA® 8.1.1
File Edit Model Run Help

B FkologicBremenoRastu.STM
Ox0% ¢ 0OH pkm=AR M&FA4H

|
i
2 Delta k k \zorce a Koeficienty:
% Kit) = kit - t) + (Delta_k) * dt

Grafyr INITk=.1

'\j‘ : INFLOWS:

Delta_k = ({@'(k~.7)"{1- K}*.8) - k)idt

a=28
a Tabw'ky | kt-DT = DELAY{k,DT)

k-DT

Na obrazku 20 vidime vykresleny (zdanlivo spojity) Hénonov atraktor. V sku-
tocnosti ide o pomyselna (potencialnu) parabolu, na ktoru ,,si sadajua” jednotlivé
rieenia &, verzus k,+;. Cim vy$Sia bude uroveii s pri konitantnej hodnote Q, tym
viac sa bude dvihat' hladina a, takze za istou hranicou bude prudko pribudat
pocet bodov riesenia,” a napokon ich bude tol'ko, ze Hénonov atraktor sa bude

2 7da sa byt prirodzené, e entita s vlastnostou ,,stav* potrebuje nadrz s pritokom a odtokom.
Napriklad v tomto pripade ,,priteka do nadrze s obsahom k tok Ak* i = Ak (pretoze sa neuvazuje
doba investi¢nej vystavby).

 Inymi slovami, ked’e rast riadiaceho parametra a vyjadruje zmenu zlomku , — sQ , teda
(1+n)
to, ze Citatel’ rastie rychlejSie ako menovatel’, proces prechddza z pasma orbit s vy$§im poctom
peridd do deterministického chaosu. Délezité je uvedomit’ si, Ze vSetky body rieSenia s na tomto
Hénonovom atraktore, a napriek tomu, Ze pri zobrazeni na ¢asovej osi to vyzera tak, ako keby islo
o stochasticky proces, jednotlivé body st sucastou deterministickej mnoziny.
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javit’ ako spojitd parabola. Nastavenia jednotlivych parametrov modelu vidime
na ,,slajdoch” vlavo. Podobny proces nastane pri konsStantnej hodnote s a raste

hladiny Hicksovho technologického pokroku Q.

Obrazok 19 Tabulka 1
0,2
€ STELLA® B.1.1 s ’
File Edt Model Rum Hel Ko 0.45
Lambda 3,9121951
B EkologicBremenoRastu.5TM Sigma 20,05
m 1
Gama 1
n 0,025
Vzorce a koeficienty:
kit) = kit - dt) + (Delta_k) * dt
INIT kK = k0= 0.1
INFLOWS:
Delta_k = ({a‘(k*Beta)'(m - K)*Gama) - k).t
a = (s'Sigma){1+n)
Beta = 0.7; Gama = 0.8
Kroky = TIME
kt-DT = DELAY{k,DT)
k_t_2 = DELAY{kt-DT,DT,1)
| a | 27 | m=1;n=0.0025; s = 0.189; Sigma = 14
Obréazok 20 Tabulka?2
€ STELLA® B.1.1
: 0.2
B EkologicBremenoRastu.STh kO 0945
H5== @POolAdoEE me= AMfA |[n& & Lambda 3,9121951
ad I | L] kv la-OT: 1 - Sigma 20,05
52 " m 0,95
(] =l Gama 1
n 0,025
=i
[EL |
=i
- sigma
" i 7
Page 1 kt-0T 2206 2.aug 2007
ama E FIEV N Hénanoy atraktor - kit) verzus k1]
= : 57— || START |
—]
=" De:ak nnzz d

Obrazok 21

05 i
i ’

T 1™
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Experimentovanie s hodnotou m = 1; m = 0.95, pri k..

Obrazok 22 Obrazok 23

1 1
09 AN 09 hY Z
08 W 08
07 07
08 = 06 .
05 05 yi
04 / 04 /

Z

03 03 N4
02 e 02
0,1 N 0

D01 02 03 04 05 06 07 OB 0@ 1 Dol 02 03 04 05 06 07 08 0@ 1

Experimentovanie s hodnotou m = 0.915; 0.925; 0.935; 0.95; 0.975. Tu uve-
dené snimky mali za ciel demonstrovat’ niektoré moznosti experimentovania
s dynamickymi ekonomickymi systémami vo virtudlnych laboratoriach ktoré

sme vytvorili v prostredi softvéru STELLA.

Obrazok 24

Obrazok 25
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Narocky sme zvolili relativne jednoduchs$iu dynamicka ulohu, pretoze sme si
vedomi toho, aké nové, nekonvencné nastroje prvotne predstavujeme cCitatelom.
Nazdavame sa, ze na prvé zoznamenie sa s takymito nastrojmi je lepSie volit’
jednoduchsie a znamejSie ekonomické tlohy, nez hned’ rieSit novl neznamu
ulohu.

4. Hermannova modifikacia modelu cyklického rastu Kaldorovho typu

R. Hermann [8] v podkladoch k svojej dizerta¢nej praci vypracoval diskrétnu
verziu modelu cyklického rastu N. Kaldora [12] s ciel'om ukézat’, ze po uvolneni
zjednoduseni a abstrakcii, ktoré boli v povodnom modeli, nastani v spravani
systému vel'mi zvlaStne javy, okrem iné¢ho sa v modeli objavi deterministicky
chaos. Pouzijeme Hermannovu modifikaciu Kaldorovho modelu,”® aby sme uké-
zali moznosti predvadzania pribehu prostrednictvom simulacie vo virtudlnom
laboratdriu (digitalny pribeh), ktory sme vytvorili v STELLE. Konvencny zapis
uvedené¢ho modelu je nasledovny

AY, =a|I(Y,K)+C" -, |

AK,, =1(Y,,K,) - 0K,

t

(13)

s predpokladom, Ze I(Y, K,) = B(K — K,) + 0K, kde 8 > 0, &o chapeme ako hru-
be (gross) investicie, akde o6 € (0; 1)je miera znehodnotenia (amortizacie) kapi-
talu. Z konvencnej ekonomie logicky vyplyva, Ze Cisté investicie budi propor-
ciondlne moznému rozdielu medzi pozadovanym a skutoénym stavom kapita-
1u.?” Ak pozadovana kapitalova zasoba zavisi linearne od outputu, t. j. ak K¢ =
kY, pricom x > (0, a ak spotrebna funkcia ma tvar ,,S“ (sigmoid) podobny inves-
ti¢nej funkcii Kaldorovej tradicie, potom mozno dvojicu funkcii (13) prepisat’ do
explicitnej podoby na

AY,., =a| kY, —K,)+ 5K, +C"-Y,]

AK, = kY, =K,)

(14)

ktort mozeme pouzit’ ako toky v STELLE, ktoré¢ pritekaju do ,,nadrzi“ Y a K.
Schéma virtualneho laboratdria spolu s napliou stavebnych blokov je na snimke
zo STELLY (obr. 27). Vypocet hodnoty C’ je tiez si¢ast'ou schémy a parametre
vo vzorci (15) su nastavené tak, aby rovnovazna hodnota déchodku bola 22.22

% Ako je zname, Kaldora v podobnom pokuse vysvetlit' cyklicky rast predbehol o tri roky
pol'sky ekoném M. Kalecki [13].

" Index d nad K je od anglického slova desired (potrebny, pozadovany, predpokladany atd'.).
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T

c* :20+§arctan{0'§%()’,—r)} (15)

Intervaly, v ktorych sa pohybuji zvolené hodnoty jednotlivych parametrov,
maju svoje hranice. Ked’ sa prekrocia, systém skolabuje. Uvedeny zaver plati za
predpokladu, Ze sa vyberie jeden parameter a ostatné sa ponechaju ako konsStan-
ty. Napriklad hodnoty, ktoré sl nastavené v experimente na obrazku 27, vytvara-
ju v priestore [Y, K] graficky utvar pozostavajici z diskrétnych bodov dizky
DT = 1, znazorneny snimkou na obrazku 28. Predmetné hodnoty parametrov
boli zamerne zvolené tak, aby sa vytvoril tento, pripadne aj chaoticky pribeh
v modeli Kaldorovho typu, t. j. ked’ spotrebna funkcia C* ma sigmoidny tvar ako
investicna funkcia, teda podobny tvar, ktory povodne predpokladal Kaldor.

Obrazok 27

Obsahy stavebnych blokov:

K(t) = K(t - dt) + (Delta_K) * dt

INIT K= Ko=39.32

INFLOWS:

Delta_K = Beta*(Kapa*Y-K)

Y(t) = Y(t - dit) + (Delta_Y) * dt

INITY =Yo=22.22

INFLOWS:

Delta_Y = Alfa*(Beta*(Kapa*Y-K)+Delta"K+C°-Y))
AC = ARCTAN((0.85"Pii/20)*(Y-Y°))

Alfa =25; Beta = 0.1-dAlfa; C° = 20H2*10/Pii)*AC;
Delta =0.05

dAlfa = (TIME-0.005)/1200000

DKDT1 = DELAY(K,DT,1); DKDT2 =
DELAY(DKDT1,DT, 1)

DYDT1 = DELAY(Y,DT,1); DYDT2 =
DELAY(DYDT1,DT,1)

Kapa = 2; Kroky = TIME; Pii =Pl; Y° =22.22

Obrazok 28
Originilna snimka z experimentu vo virtudlnom laboratoériu, ktoré sme skonstruovali
v STELLE

x ERER

=

Page 1 ks 1353 =Nz

Cha0s u Faboneom mode Il est

Mams 2

28 Priame snimky grafov nebudeme d’alej uvadzat’, pretoze zaberaju privel'a miesta — vyreZzeme
z nich len obsah podstatny pre porozumenie problému.
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VySetrovat'” posobenie krokovych zmien v jednotlivych parametroch modelu
skonstruovaného v STELLE je celkom jednoduché — sta¢i vyuzit’ pocitacovy Cas.
Pouzijeme ho bud’ na pridavanie, alebo uberanie hodnét zvoleného parametra
po¢nuc od zadanej vychodiskovej hodnoty a budeme sledovat’ zmeny bud’ pria-
mo v suradnicovej sustave (obr. 29 [dany parameter, Y]) alebo nepriamo (obr. 30
[kroky DT, Y]), ale v tomto pripade, samozrejme, musime pamétat’, ktory para-
meter simulujeme, pretoze v grafe nevystupuje — je skryty; v uvedenom pripade
sme pouzili na experimentovanie hodnotu parametra a.

Na obrazku 29 jasne vidno, ze pri hodnotach « tesne nad jednotkou sa hodno-
ta Y, sprava tak, ze fluktuacie sa utlmuju. Prave v zaujme lepSicho vizualneho
vnemu sme vlozili do obrazku 29 dodato¢né grafy. Vidime tiez, Ze s rastom hod-
noty a sa nemeni len amplitida, ale aj frekvencia cyklu Y. Pri hodnotach a okolo
19 vidime, ze sa vytvorili dve tirovne cyklov, horné a doln4, pri¢om rieSenie po
istom pocte krokov prechddza z hornej do dolnej irovne a spét’, ako to vidno na
obrazku vl'avo.

Obrazok 29

29
Hodnota Alfa rastie od 1 do 24
AN '.?:%(P"::

b o A A
J LA
WA AN WA Wy

ey

¥ 32,-

Pri vyssich hodnotach uz systém prechadza do deterministického chaosu, ale
je zaujimave, Ze existuju rdzne bifurkacné pasaze (pozri obr. 31). Necudo potom,
ze Statistické rady zachytené z redlnych ekonomickych pribehov a vynesené do
grafov vyvolavaju dojem, ako keby taky vyvoj bol jednoznacne stochasticky.

Prvky neurcitosti a nahodnosti sa celkom vyluéit' nedaja, resp. by to nebolo
vedecky korektné, ale na druhej strane treba pripustit’, ze v takom vyvoji st prv-
ky deterministického chaosu vnesené do systému réznymi objektivnymi, ale aj
subjektivnymi vplyvmi — napriklad legislativou hospodarskopolitickymi opatre-
niami a podobne.
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Obrazok 30

Obrazok 31

29,

79

Gast hifurkainaho diagramu v intervale Alfa<14-20>

Na obrazku 32 vidime v pozadi bazén atraktora (v sivej farbe). Siva oblast’
obsahuje zaCiatocné body, ktoré konverguju smerom k atraktoru. Biela oblast’
obsahuje zacdiatocné body, ktoré smeruju k nekone¢nu. A na nasledovnych ob-
razkoch 33 — 37 vidime snimky bazénov atrakcie.

Obrazok 32

Obréazok 33

Chaos v Kaldorovom modeli

\

¥ popredi K (Eieme) v pozadi DYDT1 (Sedé)
1

y . vpozadiE
| Fazow dizaram penddy t+1 pre

-
Fazowy dingram cenody t+1 pre ¥
-
"
7
-
16,
T T 1
22 R
CWCT1

Obrazok 35

- EES
Fazoey diagram periddy t+
2 zeed B EEEE
Fazowy diagram periddy te2 pra K
P 1
L . T T T 1
T T 0 S a5 50
G 22 . DHOT2 = -
ovDT2
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Obrazok 36 Obrazok 37

Fazowy ciagram parisdy t+1 pre K

1t ol S

Siva oblast’ na obrazku 37 by sa mohla povazovat’ za uplny bazén atrakcie.
Ciernou farbou je znazorneny vysek z evolucie — zvyrazneny je menovity inter-
val bifurkacii pre parameter a, v suradnicovej sustave Y verzus K.

Obrazok 38

Obrazok 39 Obrazok 40

v Beta 1 -

a1

T 1
o7 o087 o
Eeta

Uipimy bifurkcainy siagram pre Bsta a i
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Na obrazku 38 ukazujeme vysek z bifurkacnej mapy v « € [1000,3000] na

porovnanie s bifurka¢nou mapou na obrazku 40. Pravda, v inych softvéroch, na-
priklad v iDmc, moZno vygenerovat dokonalejsi bazén atrakcie.

Obrazok 41 Obrazok 42

e

Fazewy diagram peaiody il pre b iBeta boesa)

OKDT!

Zaver

V tomto prispevku sme sa pokusili — v ramci, v ktorom to vobec umoznuje
tla¢ na papieri — priblizit' vysoku nazornost’ a efektivnost, ako aj kvalitu pria-
mych experimentov vo virtudlnych laboratoriach, ktoré mozno skonstruovat
v bezne pristupnych softvéroch. V zaujme pristupnosti pre ¢o najsirsi okruh cita-
telov sme pouzili najpristupnejsSie a najjednoduchsie softvéry, a to tabulkovy
procesor Excel a modelovaci softvér STELLA. Ziskavanie a osvojovanie vedo-
mosti, tvorba teodrii a podobné Cinnosti v ekonoémii sa dostavaju na vyrazne vys-
$iu troven vd’aka pokrocilym informa¢nym a komunika¢nym technolégiam, ako
aj vysledkom, ktoré sa dosiahli v teorii a metdédach umelych experimentov za
pomoci umelej inteligencie. Uvedené prednosti tychto pristupov a metod platia
najmi v pripade zlozitych, resp. v exaktnom zmysle slova komplexnych ekono-
mickych problémoch vyznacujtcich sa nelinearitou, nerovnovahou a nestabili-
tou.”” Také systémy su totiz najblizsie ekonomickej realite, na rozdiel od jedno-
duchych linearnych arovnovaznych systémov, ktoré st konven¢nou néplnou
ekonomického teoretizovania. Z takzvanych komplexnych ekonomickych systé-
mov sme si vSak museli v zaujme dobrej Citatelnosti vybrat’ relativne zname mo-
dely. Menovite sme v prispevku pouzili neoklasické modely rastu so zahrnutim

¥ Prvym a vytrvalym presadzovatelom nelinearneho pristupu v ekonémii bol zrejme Richard
Goodwin, ktory ho v explicitnej forme spomenul vo svojej recenzii Hicksovej tedrie cyklu [10].
V tejto recenzii jasne sformuloval tézu, ze pri¢inou ustavicne sa tvoriacich cyklov su kritické
nelinearity v trhovom ekonomickom systéme [6, s. 318], ktoré vSak linedrny pristup nevie nalezite
vysvetlit'.
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ekologickej dimenzie rozvoja a model cyklického rastu N. Kaldora [9]. Vzhla-
dom na to, Ze tato problematika je eSte stale len v zaciatocnom Stadiu rozvoja
a v naSich podmienkach este nie je organicky vclenena do ekonomickej literati-
ry, resp. aj ekonomicka komunita eSte nie je v dostato¢nej miere zru¢nd vo vy-
uzivani narocnejsej triedy modelovacich prostriedkov, zdmerne sme prispevok
pripravili v ¢o najjednoduchsej podobe. Napriek tomu sme presvedceni, ze moze
byt prospesny pre ekonomov, ktori chct hlbsie Studovat’ naro¢né ekonomické
hlavolamy v sucasnej globalnej vedomostnej spolocnosti. Nazdavame sa totiz, Ze
aj pouzivanie pokrocilych prostriedkov IKT a vymozenosti umelej inteligencie
a najnovsich produktov softvérového inZinierstva patri do teoretickej, metodicke;j
a zrucnostnej vybavy v ére globalnej vedomostnej spolocnosti.
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