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������ �	����
� ��

�
��� �� ����
 �	�����
�' 	
 
��
������� ��
���
�' ���� �� ���
� ��
��' ���� ���������� �
���	�
����� 
	������
��� ��	
�� �
���	�
����� ����� 4� ����
��' �� ���� ��������� ��� ���� �		� 
� �
������ ���� J����
��� ������K� ! ������ ���������
�
 ��� �
���� �������� �����
	� ����
��� �������' ��� ���� ��������� ���� ���� 	� ��� ��
��� �	 � ��
�� ���
�

	� ���
� ��
	��� �������� 
������
��

)� ����	�� ���� :��:
	���
 ��� 	
��
�� ��� �	���������	� �� ��� ����	
��
#��������' ��� �	��� 	� :��:
	���
 �� �	� 	��� !����' 
�� �	 ���
���� 	
��
�� ���
���
��� 	� ���
� ���
 �� ��� ����	
� $	
 �� ���� �� �� ��� �;������� �	%� )� ����
�	�� ���� ��� ������
�� �
���	�
���� ���� ��
	�� �����	� ��� ���� ����� ���
�� ��
��	��� �	 ����
� :��:
	���
1� 	��
������ #���' :��:
	���
 �
��� �	 �	��
	����
��� ���������E �� :��:
	���
 ��� 	
���� ��� �����	� ��� 
� �
������ ��� ���
�����������	�' �� ��� ���
��� ��� ���������� ����	����� �
����� �	���������	��

#�� �	��
 	� :��:
	���
 ���� ����
��
� �� ��������� ��
� ��
	��' ���������� ��
�� ��� �	����� ���� ��� ���������
�
 	� ��� ����
��� �������� �� ��� 	���
 ����'
:��:
	���
 ��� 
� 
���
����� 
� �����������' 	
 
� ��
��� 	����	�' ��� ����� �	
���� ��� ���������

"(7



����� ����� 	 �
�
� 
���
�

#	 ���� � 
�������� �	��� �� �.����� �	�� 	���	�� �	
 :��:
	���
E

• #�� ����
��� ������ ����	� �	��������� ���� :��:
	���
 ��
�����' :���
:
	���
 ��� 	��� ������
	� 	� � �	���������	� ���	
���� �	 � ��
������
������
�H

• :��:
	���
 ����	� ��
����� ���� � ����
��� ������ �	 � ���
 $������� �
�
����
�
���� 	� ��� ��
��� 
���	���%H

• 6�� �	 ��
�� �	����.��� ��� ��
�� ���
�
 	� ����' �������� 	� ��� �
�;�
��	��� 
� ���������� $����' 
���� 	��� 	� ��� ��

��� 
�� 	� ���' �	� ���
���� ����	
�%�

!�����	��� 
����
����� 	� :��:
	���
 ����� 
� ���� ��� �	

����� ���	
����
�� ���	��	��' ���� �� �	��	�� ���� ��� �	�
�� �	�� 	
 
���� ��� ������
�� /	��
���
' �� ���� ����� ���� �� �	� 
����
��' �� �	�� 	� ��� �
���	�
����� ������� �
�
���� �� 
����
	.���

< 	 � � � ��� < � � � �� �"=� ��0��� � ����
 ��������� �� �� ���	
������
�	��0����	� C′ 	� ��� ��
����� ��	�� �
���	������ C ���� ���� �������
1� ��
���
���
����	� ������	� �	 ���� � ���
�� ��
�����
 	� ��� �������� ������ �� ��
���
��
�����
�� #�� ����
��� 
����� 	� �	���	���� ��������������
����� 	� C' ��� C′�
��
 �
	�	��� ������ �� ������
' 
�� ������� 	� 
������ 	� ����
�� ��
��� ���
���
����	�' �� �
	�	�� ���� ��� �������
 �
����� � �����0� ���� ��� ��� �����
��� �������� 
� ��� ���
�� ��
�����
� ! �����
�� ����� 	� ���� ���� �� �.��	
�� ��
��� ��.� �����	�� )� �
	���� ���� ������ 	��� �� � �
		� 	� �	�����' ���� �� �	 �	�
�
	�� �	���	���� ��������������
������ 4������' 	�
 ���� �	��� �� 	� �
��������
������
 �����	�
����� ������� �� ����
��' ����� �� ��������� �� +����	� =�

(� )�!' '�*� �� ����

! �
����� ��� 	� ��� 	
������ �	
��
	 ������ �"?� ��� 
� 
��
�������

� �� n������ 	� $
���	��� ����
����% ���
�� �	���	����� (h1, h2, . . . , hn) �
	�
R = F[x]/(xr − 1)� 2�
��� ��� �� ���� ��
���� 
� �	������� fi = hi/hn� #��� ��
���	 ��� ���� �� ����
� ��
����' ���
� n = 2�

: � 
 � � � ������ �� �,� ����
�
�� ���� ���� �	
 ��� 	
������ �	
��
	�
#�� �
������� ����� 	� ���� ���� �	������ 	� ���� �	���	���� ������' ���
� 
���	�
��� 
��	���
����	� �
	
��� �� ����� 2	���	����� hi ��� 
� 
��	���
����� �
	� fi
�� ����� ���
� ���� deg hi < d < r' �	
 i = 1, 2, . . . , n − 1' ��� deg hn ≤ r − d�
D�
���
�	
�' ���	
���� �	 �,�' ���� 
���� ���� ����� ��� 
� ��
���
 �.������

� ����� �
	�� ����	�� 	� (Zr,+)' ��� (Z∗

r ,×) ������ 	� �.�	����� 	� �	���
�	����� hi�

#�� 
������ �
	� �,� ����� ��
����� �	 ����
� ��
����' ����� �� � �������
���� 	� �	
��
	 ���� 3��� ��	 �	���	������ 4� ���� ����' �
����� ��� (h1, h2)

"(�



��
�
����� ���
����� ��������� �� ���
 ���������

�� ����' �� deg h1 + deg h2 < r� )� ��� 0�� ������
 ������� 	� ���� ���� ���	
�	
 ����
� ��� ����
� ��
������

4� ����
�' ��� �
����� ��� (h1, h2) �� ������ 
� � 
���	� �
����� �	���	����
g �	 �
	���� ��
��� (f1, f2) = (gh2, gh1)� 4� deg g + deg hi < r' ��� �
	���� ghi

�� 
��� R = F[x]/(xr − 1) �� ��� ���� �� � ��
��� �
	���� �� F[x] $�	 �	���	
	��
���	� �� 
����
��%� #���' �� 
	�� deg g + deg h1 < r' ��� deg g +deg h1 < r'
�� ��� ������ �	�����

g = gcd(f1, f2)/ gcd(h1, h2).

/�
� gcd �� �	������ ��
����� �� ��� �	���	���� 
��� F[x]� 8	�� ���� gcd(f1, f2)
��� 
� �	������ �
	� ��� ��
��� ��� ��
������ !���	��� gcd(h1, h2) �� ����	��'
�� �� �	�� ������ 3��� � �	���	���� xk' ���
� k �� ��� ����. 	� ��� ��������
�	��*�
	 �	�;����� 	� 
	�� h1 	
 h2 $�� ����� �
� 
���	� ���
�� �	���	�����
	� �	��������� ��
�� ���
��%� #���' ��� �	������� �������
 ��� 
��	��
 ��� ����
�
����� ��� �� �	���	���� ���� �
	� ��� �	

���	����� ��
��� ����

4� ����
�' ��� �
����� ��� (h1, h2) �� ����� ������ 
� � 
���	� ��
��� �	���
�	���� g' 
�� ��� ��
��� ��� �� 3��� (f1, f2) = (h2 + gh1, g)� 8	�' ����	�� ����
deg g + deg h1 < r� !����' �	������� gh1 �� 
��� R �
	����� ��� ���� �	���	�
���� �� �� F[x]� #�� �������
 ��� 
��	��
 ��� ���� �
����� ��� �
	� ��� ��
���
��� �� �	���	���� ���� 
� ������ �	�������

h2 = f1 mod g, h1 = (f1 − h2)/g.

8	�� ���� ������
 	
��
����	�� �
	�� �
	�� ����	�� 	� (Zr,+)' ��� (Z∗
r ,×)

�	�� �	
 ����
�' ��� ����
�� )� ���� ������
��� ���� ���� �� �.������ A�� ��

��0�� ��	 ���� �	���	����� g(x) =
∑d−1

i=0 gix
i' ��� h(x) =

∑r−d
j=0 hjx

j� G���
��'
deg g + deg h < r �	
 ��� ��	��� 	� �	�;������ 	� g ��� h� A�� s ∈ Z

∗
r ' ��� ���

ĝ(x) =
d−1∑
i=0

gix
si mod (xr − 1) =

d−1∑
i=0

gix
si mod r.

+�����
��' �� ��0�� ĥ(x) =
∑d−1

j=0 hjx
sj mod xr − 1� 4� ����
��' deg ĝ + deg ĥ

�� �	� 
	����� 
� r� #���' ��� ������ �
	���� f̂ = ĥĝ �
	� R �	 F[x] ����	�


� ��
����� ����	
�� �	 ĥ ��� ĝ� /	����
' ��� �������
 ��� �	����� ����
�� 	� s
�� Z

∗
r ' ��� ���� �	���	����

f(x) =

r−1∑
i=0

f̂ix
s−1i mod r.

8	�' f = hg �� 
	�� R ��� F[x]' 
������ �
	�� ����	� ��0��� 
� ������������	�
	� �.�	����� �� � 
��� �	
������ #��� ��

ϕ(xi) · ϕ(xj) = xsi · xsj = xsi+sj = xs(i+j) = ϕ(xi · xj),

��� ������
��' ϕ(xi + xj) = ϕ(xi) + ϕ(xj).
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����� ����� 	 �
�
� 
���
�

���� �	
�� ��	��� ���� ���	 �	 � ��������

)��� ���� ��� 
� ������ �������� 
� ����
 3	��� �	� ���
���  ��� �� �� ����
����� ���
��� 
� 
��� �	
������' �� �� �	���
�� �	 ��
��� ��� �	���
�� �����
��
��	���� 	� 
��� �	
������ �� �	���	���� ����� #�� �������
 ��� ����� ���� �	��
�����
�� 	���	�� �	� �	 ���� ��� 
����		
�� ���� ��� 
� �	�� �
���0���
�	������ $
����		
 ���%� !� � �
		� 	� �	
�' �� ���� �
���
�� ��� �	��	����
���	
���� ���� �
����� �� �;����� 
����		
 �	
 ����
� ���� ��	��� ���
	��
�� 
����		
�� ���� �	 ��	�� �������	��

#�� �������
 ����
���� � 
���	� �	���	���� p ∈ R� /� ��	
�� ���� ����� 	� ���
�	��
	����� ����
��� ������ $	
 ������ ��� 	
�������� ��� ����
���	� �	��%�
2	���	���� p ���� �� ��� �������
1� 
����		
 ���� 6�
��� ��� ��� ����
���	�'
���
�� �	���	����� h �
� ����
���� ���	
���� �	 �	
����

ĥ(x) =

r−d∑
j=0

hjx
sj+a mod (xr − 1),

���
� d �	

���	��� �	 ��� ��	��� ����
��� ������ 2�
�����
� s, a ��0�� 
��� �	
�
����� �	
 ������	��� �������� #���� ��
�����
� �
� �����
 
���	��� ����
����
$�	
� �	
� �	
 ��� �������
' 
�� 
����
 �������%' 	
 ��	
�� �	�������' 	
 ��� 
�
	������ ����
��� $����� s = 1, a = 0%�

#�� �	��
	����� ���	
���� ���� ����
���� �
��� 
���	� �	���	���� q
	� ���
�� 
��	� d' ��� �	������E

q̂(x) =

d−1∑
i=0

qix
si mod (xr − 1).

)� �	 �	� ���� 	9��� a' �� q̂ �� ������� C�����������	� 
� s �� ��� �.�	���� ��
�	����
 �������
��

D������' ��� ��� ����
���	� ���	
���� �	��
	����� 
� ��� �������
 �	������

ĝ = pq̂' ��� �
������ ĝ, ĥ1, ĥ2 �� ��� �
����� ��
� 	� ��� ������
�� ���� 2�
���

��� �� �	������ �	
����� �� (F1, F2) = (ĝĥ2, ĝĥ1)�

���� ��� :��:
	���
 �����
�� �	��
	����� ������
�� ��
��� ��� (F1, F2)
���� �� ����
� ���' �� �	������ �������� ��
��� ���

(f̂1, f̂2) = (p−1f1, p
−1f2).

:��:
	���
 ��	�� ����

f̂(x) = q̂(x)h(x) =

(
d−1∑
i=0

qix
si

)
·
⎛
⎝r−d∑

j=0

hjx
sj+a

⎞
⎠ mod (xr − 1).

G	�;������ 	� f̂ ���� 
��� �	������ �
	� ��
�� �� ��� �	
�

qix
sihjx

sj+a = qihjx
s(i+j)+a mod r.

"(B



��
�
����� ���
����� ��������� �� ���
 ���������

:��:
	���
 �����
 ��	�� (s, a)' 	
 ����� ��� �	���
�� ���
�' ��� �	������E

f(x) =

r∑
i=0

f̂ix
s−1i−s−1a mod r.

G	�;������ 	� f �
� �	� ������ ��	�� 	
������ �
	� ��
�� qihjx
(i+j)� D�
���
�

�	
�' i+ j < r' ���� �	���	����� f �
� ������ �
	����� 	� q ��� �	

���	�����
h �� F[x]�

:��:
	���
 �	� �	������ gcd(f1, f2)' ��� ���� g
′(x) = xkg(x)� /� ��� ����

�	�����
h′
1 = f2/g

′, ��� h′
2 = f1/g

′.

#���' �� �	 � 
	����	� $xk ��
�%' �� 
��	��
�� ��� ��
�� �������
� �	 
��	���
���
��� �
����� ��� 	� ��� �����
�

)���� ���� 
����		
 �
	����� ��	��� ���
	�� $�� �������	� 	� q% �	 ��	�� 
�����

	. �������	�' �� �� �	� �� ��
	�� �� ����
 ��������� �
	� �"=�� 4� �	���	���� p
�� 
���
�� �������
�� 	
 ������' ���	�� ��� ������ ��� ��
��� ��� (F1, F2) ���
�����' ������
 ��� ��� �� ���� 	
 �	� $��� �	��������� 

��� ��� ���
����	�%�
4� �� �� 	��� ������	�' �	� ��� �� ��
�� �������
�� 
����		
 �� ����
�' 	

�	� ��� �� �.���� ��� ���� ��� ������� �	 	���
 ���� ��
������ /	����
'
	�
 �	�� �� �	� �	 �
	���� 
����		
 ���	
����� $�� 
������ ���� :��:
	���
 ���
��	��� 
��	�
��� �	 �	 ���� 
����
 ���� ��������%' 
�� �	 �
� �	 
�������� ���
��� ����
���	� ���	
���� �� � ��� ���� ��� �
����� 
����		
�� ������������	��
�� ����
���

+� ������� ,!�'���� -��.������

4� +����	� �' �� ���� �
������� � �����0� ���� 	� 
����		
 
���� 	� ����
���
��� ��� ������� ���� ����� #��� �����0� ���� 	� 
����		
 
��
������ 	��� 	��
�	������� ��� �� ����� ��� �������
 ��� ���� ��;����� ���	
����	� �
	�� ���
�
����� ��� ���	 ��� ��
��� ���� 4� ����
��' �� ��� ������� ���� ��� �������
 ����
�
� �	 ���� �	�� �
������ ���	
����	� �
	�� �
����� ��� ���	 � ��
��� ��� ���� �
������ ���	
�����

$2�
���% ���� �� ��������
�������� �
�������� �
� ��������� ���� �	���
 ����
��� ��� 
����
�� �	
 ������
�� �����
 	� � �	

���	����� ����
��� ������
D	
 �.�����' �� ����
� ���� A�����" ����
���' �	

���	����� �	 ���
���' ���
��
��� ��� ��� n = 20326 
���� #	 �	���
��� ��� ��� ���
 ��
����� �
	� � �
��

���	�����' �� ���� �	 �	����� �� �����

q = r + 2

⌈
log2

(
r

w/2

)⌉

��� 	� ���
	��

$r 
��� �
� ���� �	 �	���
��� g' ��� ��� 
��� �	 �	���
��� h1' ��� h2' 
�����������%�

"(&



����� ����� 	 �
�
� 
���
�

4� �	
��
	 ����' w �� ��
� ����� 
������ �	 r' ���� n > r � q − r� 4� ��� ����
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