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���� �����
�� H � Δ ���� [πi(Δ) : πi(H)] = [Δ: H]
�
� i ∈ {1, 2, 3} �
� H �� ��
�
����	 �
 � ��
�� 
� ��� �
��
��
� �
��� �����
��� ����� �
��� ��
��� H1, H2, H3 ���� ��� ���� �
 ������
 �����
�� M 	

�
���
�� �
 ����� 	�
��� ��	� ���� H �� ��
�
����	 �
 ��� ��	�
� ��
�� 
� ��
��

�������
{(

(h2, h
′
3
−1

), (h3, h
′
1
−1

), (h1, h
′
2
−1

)
)}

���� ������� hi, h
′
i ∈ Hi, hih

′
i
−1 ∈M

�
� h1h
′
1
−1
h2h

′
2
−1
h3h

′
3
−1

= 1� �� ��� 

���� �����
��{(
(m1,m1), (m2,m2), (m3,m3)

) | mi ∈M
}
.

�� 
��� 
������ H �� 
�� �
����
�〈{(g1, g2, g3) ∈ Δ | ∃i ∈ {1, 2, 3} ��
� gi = 1}〉
������
�� �� ��� ������
� �� Δ ��� ����� ���� ��
�� �� 
�������
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����� �� ������� ��
������� �� ����
�� 
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���� ��������
� gi ������ <�������! 
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�
�

�� �� H �� ��
����� ���

������� �� �������� ������������ 
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 ��� ������ ��
���� 
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��
��������
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���� ���
���! ����� �� ���
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�� �
����
� M �

�� 
�� �����
 �� � ���� 1���� �������������� ������� �� 	�
���
$� &����
(��� ������� 4�4/ �� 
��� �����
���
� �������������� 
������� ��
���� ��
�
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����� ���� 
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����
� ��

���� �� 
�� Gi (�� ���� �� ������������ ��
����
������� ���
�� ���
��/ ��� 
�� �
������
 ����
�
� �� G1×G2×G3� =�� 
�� �������
�����! ������ 
�� ����� H = Δ! ��� M = {1}! �� ��
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 �� 
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�! �� ���� ��
���
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������ (������� *�#-/�
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���
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��� 3��� ��5��� ����
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 �#)� ��� � @ 
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�� �� Zn × Zm × Zr (���! ��� � ���
��� �#:�/� �� ���� ��
� 
�� ������ ��� �� �� �������
��� �� �
� ������
�����
���!
�� ������ �� � �����
 ����
�� 
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������
 ����
�
� �� 
��
�����
 ����
�
 �� 
���� �����
��� ���
�� Sn1

× Sn2
× Sn3

�

������� ���� ��� n1 ≥ n2 ≥ n3 ≥ 2� n1 ≥ 5�  
� ��� 
����� �(n1, n2, n3)

� �������	� ��
��	�� 
� Sn1

× Sn2
× Sn3

�� ���� �(n1, n2, n3) =⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(n1!)
2 + 6n1! + 6 �� n1 = n2 = n3 /∈ {6},

2082246 �� n1 = n2 = n3 = 6,

66 �� n2 = n3 = 4,

18 �� n2 ∈ {3, 4}, n3 = 3,

2886 �� {{n1,n2,n3}} = {{6,6,m2}},m2 �= 6,

2m1! + 6 �� {{n1,n2,n3}} = {{m1,m1,m2}},m1 �= m2, 6 �= m1≥ 5,

6, 
���������
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 ������� �� 
�� ������� ��� ���
�� �� ����� #�

��	
� �� ��� ������
 �(n1, n2, n3) �
� n1, n2, n3 ∈ {1, 2, 3, 4}�

n1 = 4 4 3 2 1

4 1386 282 66 32

3 282 90 18 8

2 66 18 6 2

1 32 8 2 1

n1 = 3 3 2 1

3 90 18 8

2 18 6 2

1 8 2 1

n1 = 2 2 1

2 6 2

1 2 1
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0���� 
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����� ����� �
��� �� 
�� ��� �� � ����
���� �������������� 
������ ����� �� ��
� ������ ���� ���
��� �
����
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�

���� �� 
�� ���
��� ��� ����������� ��
���� ������� ���
�� ���
��! 
�� 9
��
���
������� ���
��� � ���������� ������� �������������� 
������ ��� �� �����
�� �
��� �
�
���� ��
��

�� ��������� � !!�

&�
 G = G1 ×G2 × · · · ×Gt �� � �����
 ����
�
 �� ���
�� ��� ��
 Δ ≤ G ��
� �
����
�� 0� ��5�� ��� i ∈ {1, . . . , t} 
�� ��� πi �� 
�� ���8��
��� 
� 
�� i�
�
��������
� ��� �� ��5�� 
�� ������������ ψi : Δ → G1×· · ·×Gi−1×Gi+1×
· · · × Gt : (g1, g2, . . . , gt) �→ (g1, . . . , gi−1, gi+1, . . . , gt)� �� G1 = G2 = · · · = Gt!

��� 
�� �
����
� ������
��� �� 
�� ������
� {(g, g, . . . , g) | g ∈ G1} �� ������

�� ����

�� �����
���

� �
����
� Δ ≤ G �� 
�� �����
 ����
�
 �� ���� 
� �� � �������	� ��
��	� ��
πi(Δ) = Gi ��� ��� 1 ≤ i ≤ t� 	�
���
$� &���� �� � ������� �
�
����
 ���������
��
� 
�� �
�
�

�� �� �
������
 ����
�
� �� �����
 ����
�
� �� 
�� ���
����

������� ��� (	�
���
$� &����/� ��� Δ ≤ G1 × G2 = G �� � �������	�
��
��	� �
� ���
� N1 = {g1 ∈ G1 | (g1, 1) ∈ Δ} �� ���� �� N2 = {g2 ∈ G2 |
(1, g2) ∈ Δ}� ���
 G1/N1 �� ��
�
����	 �
 G2/N2 ��� �
 ��
�
������ ϕ �
�
���	� (g1, g2) ∈ Δ �� �
� 

�� �� ϕ(g1) = g2�

44
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��� ������������ Δ → G1/N1 × G2/N2 
��
 �� ��5���
�� (g1, g2) �→ (g1N1, g2N2) ��
� ����� {(g1N1, g2N2) | ϕ(g1) = g2}� ��
� ��
��� ���� Δ �� � 5��� ����
�
 (�� �
�� ���1/ �� G1 ��� G2 ���� Gi/Ni�
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�� ����� �� � ����� �� 
�� ���
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� ������ ���
�� ��� ���������� 
� �����
 ����
�
� �� ���
������ �
����
��� =
�
�������! 
�� ����� ��� �� ������� 
� ��
�
 (��
 ������
������ �
������
/ �
����
�� �� �����
 ����
�
�� =�� 
���! 
�� ��������� ���� 1����
�������������� ������� �� 
�� ����� �� ���� ���������
�

������� ���� ����� �� � 
������ 

���
�

� 	
�����

��
	� ������
 ��� ����
��
��� 
� G1 × G2 �
� ��� ������ (P1, P2, N1, N2, ϕ) �
� ���	� �
� i ∈ {1, 2}
�� �����

(#/ Ni � Pi ≤ Gi �
�

(4/ P1/N1

ϕ∼= P2/N2�

6���! �� ���
� G1

ϕ∼= G2 
� ����
� 
��
 G1 ��� G2 ��� ���������� ��� ��
����������� ϕ� ��� �
������
 ����
�
� ���������� 
� 
���� 

���� ��� �����
P1 = G1 ��� P2 = G2� A������� �
����
�� ��� 
���� �
������
 ����
�
� 
��

���� ��
���� N1 = N2 = 1� 3
�����
�
� (����! �����
 ����
�
� �� � �
����
� �� G1

��
� � �
����
� �� G2/ ��� 
���� ��� ����� N1 = P1 ��� N2 = P2�

	� 
"�  #������

0� ��� ���
� �� *����
�� �
������
 ����
�
�� 2����� �� �����
���
� 
�� �������
����! �� �������� ��
� � ������ �� �
������
 ����
�
��

�� �
� 5��
 � �����! �� �������� ���
�� 
��
 ��� 2����
�� �
�8��
���� 0� ���
Δ ≤ G1 × G2 × G3 �� 2���	�
� �����	���� �� ψi �� �
�8��
��� ��� ��� 1 ≤ i ≤ 3�
B�
� 
��
 
�� �������
� ��5��
��� �� 1����
�� �
�8��
���
� (����! ��� πi ��� �
�8���

���/ ����� 
��� 
�� ���� �� ����� �
������
�

3��������! �� ��� Δ �� 2���	�
� �
��	���� �� ψi �� ��8��
��� ��� ��� 1 ≤ i ≤ 3�
B�
� 
��
 
��� ���
��
��� �� �9
������
 
� ������ 
��
 
�� ��������
� �� ��
������
 �� Δ ��
������ 
�� 
����� �������
��� 1����
�� ��8��
��� 
��� �����

��
 ��� ��������
 ��
������� 
�� �
��� 
���

���� ����	
�� 
� ������
� ������ 	�
�����

������� *�#� ��� �
����
� �� (G1)
3 ��������� �� 
�� ��
 {(g, g, g) | g ∈ G1)}

�� ������ 
�� �������� �
����
��

�
 �� ��
 ��C�
�
 
� ��� 
��
 ��� 1����
�� ��8��
��� �
������
 ����
�
� ��� ����
������� 
� � �������� �
����
�� �� � ������ � �����! ��
 G1 �� �� �������
���
�� ���� 
�� ���
�

4*



������ ������	�
��� 
��
������

������� *�4�
Δ := {(a, b, c) ∈ (G1)

3 | abc = 1} (*�#/

�� � �
������
 ����
�
 �� (G1)
3 
��
 �� 2����
�� �
�8��
��� ��� 2����
�� ��8��
����

�
 

��� �

 
��
 
��� �� �����
����� 
�� ���� 
��� �� ���
� ��
� 
���� ������
���!
�� ���
�� �� 
�� ��������� ������

����	 ���� ��� G = G1 × G2 × G3 �� � ��
�� �
� Δ � �������	� ��
��	�

� G ���� �� 2���	�
� �����	���� �
� 2���	�
� �
��	����� ���
 G1� G2 �
� G3 ���
��
�
����	 ������
 ��
��� �
� Δ �� ��
�
����	 �
 ��� �����
�� 
� G3

1 ����

�� {(a, b, c) ∈ (G1)

3 | abc = 1}� ���	� �
 ���
 �� ��
�
����	 �
 (G1)
2 �� �


������	� ��
���

> � � � �� &�
 g1 ��� g′1 �� ������
� �� G1� ���� �� 2����
�� �
�8��
���
� 
����
��� ������
� g2 ��� g3 �
�� 
��
 (g1, g2, 1) ∈ Δ ��� (g′1, 1, g3) ∈ Δ� 0� 
�
�

���� 
��
 (g1, g2, 1)
(g′

1,1,g3) = (g
g′
1

1 , g2, 1)� 2� 4����
�� ��8��
���
� �
 ������� 
��


g
g′
1

1 = g1 ��� 
�
� G1 �� ��������

=�� ����� g1 ∈ G1 
���� �� � ��
�� ��� ������
 �� 
�� ���� (g1, g2, 1) �� Δ�
��� ��� ϕ 
��
 ����� ����� g1 
� 
�� ������������� g2 �������� 
� ��
� � ���
���� G1 
� G2� 2� 4����
�� �
�8��
���
� ��� 4����
�� ��8��
���
�! 
��� ��� �� ��
����������� ���� G1 
� G2� 3��������! G1 ��� G3 ��� �����������

=������! ��
� 
��
 
�� ��� ������� (g1, g2, g3) 
�
(
g1, ϕ

−1(g2)
−1, g−1

1 ϕ−1(g2)
)

�� �� ����������� ���� Δ 
� {(a, b, c) ∈ (G1)
3 | abc = 1}� �

0� ��� ���� 
�� ��9
������
 ��� 
�� ���
� 
� �� 2����
�� �
�8��
���� ;
�
�� 
 � ������ �� 4����
�� ��8��
��� �
������
 ����
�
� ���� �� ������������

������� *�,� &�
 G1 = H�K �� � ���������
 ����
�
 ��
� �� ������� ������
�
����
� H� ����

Δ = {(ak, bk, ck) ∈ (G1)
3 | a, b, c ∈ H, k ∈ K, abc = 1} (*�4/

�� � 4����
�� ��8��
��� �
������
 ����
�
 �� (G1)
3� �� ��� 
��� �� ������ 
��
 Δ ��

������ 
���� �
�
������
���� &�
 d = (ak, bk, ck), d′ = (a′k′, b′k′, c′k′) ∈ Δ� ����

dd′ = (ak, bk, ck)(a′k′, b′k′, c′k′)

= (aka′k′, bkb′k′, ckc′k′)

=
(
a(ka′k−1)kk′, b(kb′k−1)kk′, c(kc′k−1)kk′

)
��� a(ka′k−1)b(kb′k−1)c(kc′k−1) = (abc)k(a′b′c′)k−1 = 1 �������� dd′ ∈ Δ�
3� Δ ≤ (G1)

3� ��� ���
 
��
 Δ �� � �
������
 ����
�
 ��� 4����
�� ��8��
���
������� �����
�� ���� 
�� ��5��
����

4,




������	
 �� �������� ������ 	������


������� *�.� �� � �� 
 � ����� �
����� G1 = H2 × H3! G2 = H1 × H3

��� G3 = H1 ×H2 ��
� ����
���� 5��
� ���
�� Hi� ���� 
�� ���
� ������
���
�� 
�� ��
 {(

(h2, h3), (h1, h3), (h1, h2)
) | hi ∈ Hi

}
�� � 4����
�� ��8��
��� �
������
 ����
�
 �� G1 ×G2 ×G3�

=������! �
 �� ��
 ��C�
�
 
� ����
�
�
 �
������
 ����
�
� 
��
 ��� ��
 2����
��
��8��
��� �� ����������� � 
������� �� 
�� ���
����

������� *�)� &�
 Δ ≤ G1×G2×G3 �� � �
������
 ����
�
 ��� κ : G̃1 → G1 �

�
�8��
��� ������������� ���� {(g1, g2, g3)∈G̃1×G2 ×G3 |(κ(g1), g2, g3)∈Δ}
�� � �
������
 ����
�
 �� G̃1 ×G2 ×G3 
��
 �� ��
 2����
�� ��8��
��� �� κ �� ��

��8��
����

���� ��� ��������� 
� �����
�	� 
� ������
� ������ 	�
�����

0� ��� ������� 
�� ������� ����! ������� 
��
 �
 �
�
 �����
����� �� � ����
����
��� �� 
�� � ������ ������
�� ������ 0� 5��
 ���
� 
��
 �� ��� ���
� �
�
�

��
��� �� 4����
�� ��8��
��� �
������
 ����
�
��

����	 ���� ��� Δ ≤ G1×G2×G3 �� � �������	� ��
��	��  ������ ���
� Ni :=
πi
(
ker(ψi)

)
�
� i ∈ {1, 2, 3}� ���
 Δ′ = Δ/(N1×N2×N3) �� � ����	�
� �
��	����

�������	� ��
��	� �
� Δ = {(g1, g2, g3) | (g1N1, g2N2, g3N3) ∈ Δ′}�
��
� �� 
�� ��������� �
����� Δ �� � 4����
�� ��8��
��� �
������
 ����
�


�� G1 ×G2 ×G3�

&�
 Hi = ker(πi) ∩Δ = {(g1, g2, g3) ∈ Δ | gi = 1}� ���� H = 〈H1, H2, H3〉 ��
� ������ �
����
� �� Δ�

����	 ����  
� i, j ∈ {1, 2, 3} ���� i �= j �� ���� [Hi, Hj ] = 1� ���� ��� ���
�����
�� �
 Hi 	
����� ���� ��� �����
�� �
 Hj �

> � � � �� 0�
��

 ���� �� ��������
� ���
�� 
��
 i=1 ��� j=2� =�� (1, g2, g3)∈
H1 ��� (h1, 1, h3) �� H2 �� ��
 
��
 (1, g2, g3)

(h1,1,h3) = (1, g2, g
h3
3 )� 2� 4����
��

��8��
���
� �� �����
�� 
��
 gh3
3 = g3 ��� 
�
� 
�� 
�� ������
� ����

�� �

A�5�� Mi := πi(Hk) ∩ πi(Hj)! ����� j ��� k ��� ������ �� 
��
 {i, j, k} =
{1, 2, 3}�
����	 ���� ��� i, j, k �� �
������ ��	� ���� {i, j, k} = {1, 2, 3}� ���
 ����� ��
� 	�


�	�� ��
�
������ ϕ := ϕi

j,k ��
� πj(Hi) �
 πk(Hi) ���� ���� Mj �
 Mk�

> � � � �� ���
�� ��
��

 ���� �� ��������
� 
��
 i = 1, j = 2 ��� k = 3� A�5��
� ��� ϕ : π2(H1) → π3(H1) �
�� 
��


(
1, g2, ϕ(g2)

−1
) ∈ Δ ��� ��� g2 ∈ π2(H1)�

4.



������ ������	�
��� 
��
������

3
�� � ��� � ��
� ��� �� ���� ��5��� ����� Δ �� � 4����
�� ��8��
��� �
����
���
 ����
�
� 3
����� g2 ∈ M2 
���

(
1, g2, ϕ(g2)

−1
) ∈ Δ ��� 
���� �� � g1

�
�� 
��
 (g1, g2, 1) ∈ Δ� ����
(
1, g2, ϕ(g2)

−1
)
(g1, g2, 1)

−1 =
(
g−1
1 , 1, ϕ(g2)

−1
)

�� ϕ(g2) ∈M3� �
 ������� �� �����
�� 
��
 ���Mi ��� ���������� ��� 
��
 ϕ|M2

�� �� ����������� ���� M2 
� M3� �

B�
� 
��
 
�� ��������� ������������ ������ ���� ��
� ������
 
� ������
��
���� �� ���
��
��� �� ���� ϕi

j,k = (ϕi
k,j)

−1 ��� ϕi
j,k|Mj

◦ ϕj
k,i|Mk

= ϕk
j,i|Mj

�
���� ������� ��� � ����� 
��
 
�� �������
��� �� 
�� ��������� �����������
���� M1 
� M2 ��� 
�� ��������� ����������� ���� M2 
� M3 �� � ��
�� 
��
��������� ����������� ���� M1 
� M3� 0� ��� 
�
� ����������� ����
��� 
��
�
����
�� M1! M2 ��� M3 ��
� � 5 �� �
����
� M �

<�������! �� ��� ����������� �������
� 
�� ������
� �� H1 ��
� 
�� ������
�
�� π2(H1) ��� ��
� 
�� ������
� �� π3(H1) �� �������
���

(
1, g2, ϕ(g2)

−1
) ∈ H1

��
� 
�� ������
 g2 ∈ G2 ��� ϕ(g2) �� G3� 3�������� �� ��� �������
� ����
���
�

(
ϕ(g3)

−1, 1, g3
) ∈ H2 ��
� g3 ∈ G3 ��� ϕ(g3) ∈ G1 ��� ���� �����

���
�
(
g1, ϕ(g1)

−1, 1
) ∈ H3 ��
� g1 ∈ G1 ��� ϕ(g1) ∈ G2�

������� 
�
 ����
	
���� ��� Δ ≤ G1 × G2 × G3 �� � ����	�
� �
��	����
�������	� ��
��	�� ���
 ����� �� � 

���� �����
��H � Δ ���� [πi(Δ) : πi(H)] =
[Δ: H] �
� i ∈ {1, 2, 3} �
� H �� ��
�
����	 �
 � ��
�� 
� ��� �
��
��
� �
���
����� ��� ����� �
��� ��
��� H1, H2, H3 ���� ��� ���� �
 ������
 �����
�� M
	

���
�� �
 ����� 	�
��� ��	� ���� H �� ��
�
����	 �
 ��� ��	�
� ��
�� 
�

�������
{(

(h2, h
′
3
−1

), (h3, h
′
1
−1

), (h1, h
′
2
−1

)
)}

���� ������� hi, h
′
i ∈ Hi, hih

′
i
−1 ∈M

�
� h1h
′
1
−1
h2h

′
2
−1
h3h

′
3
−1

= 1� �� ��� 

���� �����
��{(
(m1,m1), (m2,m2), (m3,m3)

) | mi ∈M
}
.

> � � � �� �� ������ ��5�� Hi = ker(πi) = {(g1, g2, g3) ∈ Δ | gi = 1} ��� H =
〈H1, H2, H3〉� 2� &���� *�' ��� 
�� ������
 ���

 
�� �����
�����
� �� 
��
������������ ��
���� 
�� ���
�� �� ��� ����������� �������
� 
�� ������
�
�� Mi ��
� 
���� �� Mj� <������� �� ��� ���
�� 
��
 
���� �� �� �������
���
� M 
��
 �� ���������� 
� 
�� ��
�����
��� �� ����� ���� �� {H1, H2, H3}�
��� ������
� �� H ����

� ��
� ��� ������
� �� �
�� �� ��
�����
����

�� (g1, g2, g3) �� �� ������
 ��H, 
��� ���� gi ��� �� ���

�� �� ci·b−1
i ��
� ci ∈

Ci := πi(Hi+1) ��� bi ∈ Bi := πi(Hi+2)! ����� ������� ���� ������ �� 
�1��
���
�� *� 0� ��� ��
 (g1, g2, g3) = (c1b

−1
1 , c2b

−1
2 , c3b

−1
3 )� 3���� c1 ∈ π1(H2) ��

�����
�� 
��

(
c−1
1 , 1, ϕ2

1,3(c1)
) ∈ H� 0� ���� ����

(
b1, ϕ

3
1,2(b1)

−1, 1
) ∈ H� ����

������� 
��
 
�� ����
�
 (g1, g2, g3)
(
c−1
1 , 1, ϕ2

1,3(c1)
)(
b1, ϕ

3
1,2(b1

−1), 1
)
�� �9
��


�
(
1, c2b2

−1ϕ3
1,2(b1

−1), c3b3
−1ϕ2

1,3(c1)
) ∈ H�

4)




������	
 �� �������� ������ 	������


0� 
�
� ��� �� ���1��� �
 
�� 
���� ��������
 
��
 c3b3
−1ϕ2

1,3(c1) ∈ π3(H1)

����� ������� 
��
 b3
−1ϕ2

1,3(c1) ∈ π3(H1) ��� 
�
� b3
−1ϕ2

1,3(c1) ∈M3� 2� ����
��
�� �� �����
�� 
��


bi+1
−1ϕi

i−1,i+1(ci−1) ∈Mi+1 ��� i ∈ {1, 2, 3}. (*�*/

&��1��� �
 
�� ������ ��������
! �� ���� ��� 
��
 c2b2
−1ϕ3

1,2(b1
−1) ∈ π2(H1)

��� �� 

�� �� �����
�� 
��


ϕ1
2,3

(
c2b2

−1ϕ3
1,2(b1

−1)
)−1

= c3b3
−1ϕ2

1,3(c1).

7�������� 
��
 Hi ��� Hj ����

� ��� i �= j! �� 
�
� �����
�� 
��


c3ϕ
1
2,3(b2)

−1 · ϕ2
1,3(c1)b3

−1 · ϕ1
2,3

(
c2ϕ

3
1,2(b1

−1)
)
= 1. (*�,/

��
�! ����� ��� �������� ������������ ��� �����
���� �� ��� ����
�����
 
���

�9
�
��� �� M ��� �� ��� 
��
 c3(b2)
−1 · c1(b3)−1 · c2(b1)−1 = 1�

3
����� 
��
 (g1, g2, g3) =
(
ĉ1b̂1

−1
, ĉ2b̂2

−1
, ĉ3b̂3

−1)
�� � ������ ��������
��


��� �� 
�� ������
 (g1, g2, g3) �� H� ���� �� ���� ��� 
�� 5��
 ��������



��
 ĉ1b̂1
−1

= c1b1
−1 ��� 
�
� c−1

1 ĉ1 = b1
−1b̂1 ∈M1 ��! �� �
��� �����! ĉ1m1 =

c1 ��� b̂1
−1
m1 = b−1

1 ��� ���� ������
m1 ∈M � 3�������� 
���� ��� ������
�m2

��� m3 ��� 
�� �
��� ��������
�� 0� �����
�� 
��
 
�� ��� ������� (g1, g2, g3)


�
(
(c1, b1

−1), (c2, b2
−1), (c3, b3

−1)
)
�� � ������������ ���� H 
� 
�� ���
�

��������� �� 
�� 
�������

�
 ������� 
� ���� ��8��
���
� �� 
��� ������������� ��
�! �
����� 
��
 
��

����� (g1, g2, g3) �� ������ 
� 
�� 
������ ������
� ���� ������� ��� 
�� 5��
 ����

�����
 �� 
�� �����
(
(c1, b1

−1), (c2, b2
−1), (c3, b3

−1)
)

��
 (c1, b1

−1) = (m1,m1)

��� ���� m1 �������� 
��
 g1 = m1m1
−1 = 1� 7����
��� 
�� ���� ���
���
 ���


�� �
��� ��������
� �� ��� 
��
 
�� ������������ �� �� ������������ �

���� �
����	
������ ���
����

0� ��� �����
���
� 
�� ���������
� �� ������ � �������������� 
������ �� 
��
�
��� �� ������� 4�4 ��� * ���
���� �� ������! �� ��� ������� ���
�� 
� 
�� ����
�� 4����
�� ��8��
��� �
������
 ����
�
��

����	 ����� ����� �� � 
������ 

���
�
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� G1×G2×G3 �
� ��� ������ (N1, N2, N3,Δ

′)� ����� Ni�Gi �
� �����
i ∈ {1, 2, 3} �
� Δ′ �� � ����	�
� �
��	���� �������	� ��
��	� 
� G1/N1×G2/N2×
G3/N3�

> � � � �� &�
 Δ ≤ G1×G2×G3 �� � �
������
 ����
�
� "����� Ni = πi
(
ker(ψi)

)
��� i ∈ {1, 2, 3} ��� ��
 Δ′ = Δ/(N1 ×N2 ×N3)� ���� Ni �Gi! ����
�� Δ �� �
�
������
 ����
�
! ��� Δ′ �� 4����
�� ��8��
��� �� &���� *�-�
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"���������! ��
 Ni � Gi ��� ��
 Δ′ �� � 4����
�� ��8��
��� �
������
 ����
�

�� G1/N1 ×G2/N2 ×G3/N3� ���� Δ = {(g1, g2, g3) | (g1N1, g2N2, g3N3) ∈ Δ′}
�� �
������
 ����
�
 �� G1 ×G2 ×G3� �

3
����� Δ �� � 4����
�� ��8��
��� �
������
 ����
�
� ���� �� ��� ��5�� ��� i ∈
{1, 2, 3} 
�� ���
�� Hi = {(g1, g2, g3) ∈ Δ | gi = 1} ��� ��
� 
��� 
�� ���
��
Bi = πi(Hi+2) ��� Ci = πi(Hi+1)� �� �� ���� ���! 
�� ��������� �����������

ϕi := ϕi+2
i,i+1 
��
 � ��
� �� &���� *�' ��� �� � 
����� 
� �� �����������

���� Gi/Ci 
� Gi+1/Bi+1� 0� ��
�� ��1� 
� ���� � �������������� 
������
�� 
�� �
��� �� ������� 4�4 ��� * ���
���� =�� 
���! �� ���������! �� ��
�� ��1�

� ����
� 
�� 4����
�� ��8��
��� �
������
 ����
�
� �� G1, G2, G3 
� 
�� 

����

(B1, B2, B3, C1, C2, C3, ϕ1, ϕ2, ϕ3)
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���� ����� Mi = Bi ∩ Ci = 1�
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�����

��
	� ������
 ����
����	� ��
��	�� 
� Δ ≤ G1 × G2 × G3 ���	� ��� ����	�
� �
��	���� ��������
�
Δ = H� �
� ������ (B1, B2, B3, C1, C2, C3, ϕ1, ϕ2, ϕ3) �
� ���	� �
� ���
i ∈ {1, 2, 3} !�
��	�� ��"�
 �
���
 #$ �� ����
(#/ Bi, Ci � Gi�

(4/ BiCi = Gi�

(*/ Bi

ϕi∼= Ci+1�

(,/ [Bi, Ci] = 1�

(./ ϕi(Bi ∩ Ci) = Bi+1 ∩ Ci+1�

()/ ϕ3|B3∩C3
◦ ϕ2|B2∩C2

◦ ϕ1|B1∩C1
= ���

> � � � �� &�
Δ ≤ G1×G2×G3 �� � �
������
 ����
�
� A�5��Hi :={(g1, g2, g3)∈
Δ | gi = 1} ��� i ∈ {1, 2, 3} ��� H = 〈H1, H2, H3〉� 3
����� 
��
 H = Δ�
=�� i ∈ {1, 2, 3}! ��5�� Bi = πi(Hi+2) ��� Ci = πi(Hi+1)� "������ Bi, Ci � Gi�
2� &���� *�� �� ��
 
��
 [Bi, Ci] = 1 ��� BiCi = πi(H)� ��� ���
��
���
Δ = H �������BiCi = Gi� 2� &���� *�' 
�� ���
�� Bi ��� Ci+1 ��� ����������
��� �� ����������� ϕi = ϕi+2

i,i+1! ����� ����Mi = Bi∩Ci 
�Mi+1 = Bi+1∩Ci+1�
=������! >�����
� *�## ������� �����
�� ���� 
�� ������
 ����� &���� *�'�
���� ����� 
� 
�� 

��� (B1, B2, B3, C1, C2, C3, ϕ1, ϕ2, ϕ3) ��
� 
�� �������
������
����

;� 
�� �
��� ����! �
����� �� ��� ����� (B1, B2, B3, C1, C2, C3, ϕ1, ϕ2, ϕ3)
��
� 
�� ������� ������
���� &�
 Mi = Bi ∩ Ci� A�5�� Δ 
� �� 
�� ��
 �� 
������
(g1, g2, g3) ∈ G1×G2×G3 
��
 ��
���� gi = cib

−1
i ��� bi ∈ Bi, ci ∈ Ci, ci+1Mi+1 =

ϕi(biMi) ��� c3ϕ2(b2)
−1 · ϕ−1

3 (c1)b3
−1 · ϕ2

(
c2ϕ1(b1

−1)
)
= 1�

=�� i ∈ {1, 2, 3} �
����� gi = cib
−1
i = c′ib

′−1
i � ���� 
���� �� ����mi ∈Mi ��
�

bi = b′imi ��� ci = c′imi� 6����! biMi = b′iMi ��� ciMi = c′iMi� =
�
�������!
�� ����

c′3ϕ2(b
′
2)

−1 · ϕ−1
3 (c′1)b

′
3
−1 · ϕ2

(
c′2ϕ1(b

′
1
−1

)
)

= c3m
−1
3 ϕ2

(
b2m

−1
2

)−1 · ϕ−1
3

(
c1m

−1
1

) (
b3m

−1
3

)−1 · ϕ2

(
c2m

−1
2 ϕ1

(
(b1m

−1
1 )

−1
))

= c3ϕ2(b2)
−1 · ϕ−1

3 (c1)b3
−1 · ϕ2

(
c2ϕ1(b1

−1)
)
,

�� 
�� ���������� �� Δ �� ����������
 ���� 
�� ��������
�
��� �� gi ∈ Gi� ����!
�
 �� ���� 
� ����1 
��
 Δ �� ������ 
���� �
�
������
��� ����
�� [Bi, Ci]=1�
��� ���
� Δ �� � �
������
 ����
�
! ����� ��� g1 = c1b

−1
1 �� ���� 
��
(

c1b
−1
1 , ϕ1(b

−1
1 )−1b−1

2 , ϕ−1
3 (c1)ϕ2(b2)

) ∈ Δ,
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Hi = {(g1, g2, g3) ∈ Δ | gi = 1} ��� i ∈ {1, 2, 3} ��� H = 〈H1, H2, H3〉.
���� Bi = πi(Hi+2) ��� Ci = πi(Hi+1)! ����� ����� 
��
 H = Δ �� >����
��
� *�## ��� ������� #�#� =������! �
 ��� �� ����1�� 
��
 ϕi = ϕi+2

i,i+1�

�
 ������� 
� ���� 
��
 ��� ���� 4����
�� ��8��
��� �
������
 ����
�
 Δ ≤
G1×G2×G3 ��
� Δ = H! 
�� ���
� Δ �� �� 
�� ���� ��������� ������ 2
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����
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 � �! 3 � �! ��� % � � � � � � � � 1 � �4! .�# 7����1�! ��� �������
�
����
 
��
 � 
������ ��1� 
�� ������
� ��� ��� �� ��
������ 0� �����1 
��

D ����� *�. ���� 
�� ������
� ���
��� �� �� 
��� ����� �� ���
! �� ��� �������
�����
�� ���� ������� *�## 
��
 ��� ����� ���
� Δ! ����� 
�� ������� ���

��
�����1��� 
�� ��������
� �� 
������! 
�� ���
� H �����
����� ��� 
�� ����
�� D ����� *�.�

������
��� ����� &�
 Δ �� � �
������
 ����
�
 �� G1×G2×G3� 0� ��� Δ ��
����
����� �� πi

(
ker(πi+1)

)∩πi(ker(πi+2)
)
= πi

(
ker(ψi)

)
(����!Mi = 1/ ��� ����!

��� 
�
� �����! i ∈ {1, 2, 3}�
����	 �����  
� i ∈ {1, 2, 3} ��� Bi, Ci �Gi� ��	� ����

Bi ∩ Ci = 1 �
� [Bi, Ci] = 1.

 �������
�� ������ Gi/Ci

ϕi∼= Gi+1/Bi+1 �
� ����
��

ϕi(BiCi) = Ci+1Bi+1 �
� ϕ3

(
ϕ2l(ϕ1(g1B1C1)l)

)
= g1B1C1 �
� ��� g1 ∈ G1.

%��
�
Δ = {(g1, g2, g3) ∈ G1 ×G2 ×G3 | ϕi(giCi) = gi+1Bi+1}. (*�./

���
 πi(Δ) = Gi �
� Δ �� � ����
����� ����	�
� �
��	���� �������	� ��
��	��

> � � � �� 0� 5��
 ����! 
��
 Δ �� ������ 
���� �
�
������
���� =�� 
��� ��
 
�
���
�� 
��
 (g1, g2, g3), (g

′
1, g

′
2, g

′
3) ∈ Δ� ���� ϕi(gig

′
iCi) = ϕi(giCi)ϕi(g

′
iCi) =

gi+1g
′
i+1Bi+1 ��� ��� i ∈ {1, 2, 3}! �� (g1g

′
1, g2g

′
2, g3g

′
3) ∈ Δ� &�
 E1 = 〈B1, C1〉

��� ���1 e1 ∈ E1� ��� ������
 e1 ��� 
��9
��� �� ���

�� �� e1 = b1c1
��
� b1 ∈ B1, c1 ∈ C1� =�� ���� i ∈ {1, 2, 3} ��5�� ϕ∗

i : Bi → Ci+1 ��
�
ϕ∗
i (bi) = ci+1 ��� 
�� 
��9
� ci+1 ∈ Ci+1 ��
� ϕi(biCi) = ci+1Bi+1� ����(
b1c1, b2ϕ

∗
1(b1), (ϕ

∗
3)

−1
(c1)ϕ

∗
2(b2)

) ∈ Δ� 3� E1 ≤ π1(Δ)� ��� ���
���
 ��� 
��

�
��� ��������
� �� �������
�� B�� ��
 n11, . . . , n
1
t �� � 
���������� �� E1 �� G1�

&�
 n2iB2 = ϕ1(n
1
iC1) ��� n3iC3 = ϕ−1

3 (n1iB1) ��� i ∈ {1, . . . , t}� ����
ϕ2(n

2
iC2) ⊆ n3iE3 ��� ����� 
���� �� ���� b2i ∈ B2 ��
� ϕ2(n

2
i b

2
iC2) = n31B3�

*:
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3� (n1i , n
2
i b

2
i , n

3
i ) ∈ Δ ��� G1 ≤ π1(Δ)�

�
 ������� 
� ����� 
��
 Δ �� 4����
�� ��8��
���� &�
 (g1, g2, g3) ∈ Δ ��
�
g2 = g3 = 1� ���� g1 ∈ B1! ����
�� ϕ3(C3) = B1 = g1B1! ��� g1 ∈ C1!
����
�� ϕ1(g1C1) = g2B2 = B2� 3� g1 = 1� �����! 
�� ���
���
 ��� 
�� �
���
��������
� �� �������
�� �

����	 ��� � ��� Δ �� � ����	�
� �
��	���� �������	� ��
��	� 
� G1×G2×G3�
 �������
��� ��� Hi = {(g1, g2, g3) ∈ Δ | gi = 1} �
� i ∈ {1, 2, 3} �
� H =
〈H1, H2, H3〉� %��
�

Bi = πi(Hi+2) �
� Ci = πi(Hi+1).

&���
��
Bi ∩ Ci = 1 �
� ��� i ∈ {1, 2, 3}.

���
 ����� ��� 	�


�	�� ��
�
������� ϕ1, ϕ2, ϕ3 ��	� ���� Gi/Ci

ϕi∼= Gi+1/Bi+1

�
� ϕi(BiCi) = Ci+1Bi+1 ��	� ���� ϕ3

(
ϕ2(ϕ1(g1B1C1))

)
= g1B1C1 �
� ���

g1 ∈ G1�  �������
�� Δ �� ����
 �� '(����

 !#�)$�

> � � � �� =�� i ∈ {1, 2, 3} ��5�� � ������������ ϕi : Gi/Ci → Gi+1/Bi+1

�� ��

��� ϕi(giCi) = gi+1Bi+1 �� (g1, g2, g3) ∈ Δ ��� ���� gi ∈ Gi�
0� 5��
 ���� 
� ���� 
��
 ϕi �� �������5���� 0�
��

 ���� �� ��������
� ����
����� i = 1 ��� ��
 (g1, g2, g3), (g

′
1, g

′
2, g

′
3) ∈ Δ ��
� g1C1 = g′1C1� ���� 
����

�� � (c, 1, h2) ∈ Δ ��
� g′1c = g1� 0� ��
��� (g′1, g
′
2, g

′
3)(c, 1, h2)(g1, g2, g3)

−1 =
(1, g′2g

−1
2 , g′′3 ) ��� ���� g′′3 ∈ G3 ��� �����! g2B2 = g′2B2� 3� ϕi �� �������5����

3���� Δ �� � �
������
 ����
�
! ϕi �� � �
�8��
��� ������������� 3
�����
ϕ1(g1C1) = B2� ���� (g1c1, b2, g3) ∈ Δ ��� ���� c1 ∈ C1, b2 ∈ B2 ��� g3 ∈ G3�
���� 
���� �� h3 ∈ G3 ��
� (1, b2, h3) ∈ Δ ��� �����! (g1c1, 1, g3h

−1
3 ) ∈ Δ

�������� 
��
 g1 ∈ C1� 3�

Gi/Ci

ϕi∼= Gi+1/Bi+1.

=�� ����� b1 ∈ B1 
���� �� � c2 ∈ C2 ��
� (b1, c2, 1) ∈ Δ ��� ϕ1(b1C1) =
c2B2 ∈ C2B2� 2� �����
�� �
 ������� 
��
 ϕi(BiCi) = Ci+1Bi+1 ��� ��� i ∈
{1, 2, 3}� B��! ��
 Δ′ �� 
�� ���
� ��5��� �� D9
�
��� (*�./� "������! Δ ≤ Δ′

�� 
�� ��5��
��� �� ϕi ��� i ∈ {1, 2, 3}� 3� ��
 (g′1, g
′
2, g

′
3) ∈ Δ′� 3���� Δ ��

�
������
 
���� �� � (g′1, g2, g3) ∈ Δ ��
� g2B2 = g′2B2� 3� �� ��� ���
�� 
��

g2 = g′2� 2

 
���! �� 4����
�� ��8��
���
� �� Δ′! �� ��
 
��
 g3 = g′3�

=������ ��� (g1, g2, g3) ∈ Δ �� ���� 
��


ϕi(giBiCi) = ϕi(giCi)ϕi(BiCi) = gi+1Ci+1Bi+1 = gi+1Bi+1Ci+1.

3�

ϕ2

(
ϕ1(g1B1C1)

)
= ϕ−1

3 (g1B1C1) ��� ��� g1 ∈ G1.

�
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	� ������
 ����
�
����� ����	�
� �
��	���� �������	� ��
��	�� 
� ��� ��
��	� G1×G2×G3 �
� ��� ���
���� 
� ��� �
�� (B1, B2, B3, C1, C2, C3, ϕ1, ϕ2, ϕ3) �
� ���	� �
� ��� i ∈ {1, 2, 3}
!�
��	�� ��"�
 �
���
 #$ �� ����

(#/ Bi, Ci � Gi�

(4/ Bi ∩ Ci = 1�

(*/ [Bi, Ci] = 1�

(,/ Gi/Ci

ϕi∼= Gi+1/Bi+1�

(./ ϕi(BiCi) = Ci+1Bi+1�

()/ ϕ3

(
ϕ2(ϕ1(g1B1C1))

)
= g1B1C1 �
� ��� g1 ∈ G1�

> � � � �� ��� �
�
����
 ������� ���� ������� #�#! &���� *�#* ��� *�#,� �

2� ��������� ������� *�#. ��
� &���� *�#: �� ��
��� 
�� ��������� ������
��������� ���
�
 ��� ��������
� �
������
 ����
�
��

������	�� ���"� ����� �� � 
������ 

���
�

� 	
�����

��
	� ������
 ���
��
����� �������	� ��
��	�� 
� G1 × G2 × G3 �
� ��� ������ ���� ��� 
� ���
�
�� (N1, N2, N3, B1, B2, B3, C1, C2, C3, ϕ1, ϕ2, ϕ3) �
� ���	� �
� ��� i ∈ {1, 2, 3}
!�
��	�� ��"�
 �
���
 #$ �� ����

(#/ Ni � Gi�

(4/ Bi, Ci � Gi/Ni�

(*/ Bi ∩ Ci = 1�

(,/ [Bi, Ci] = 1�

(./ (Gi/Ni)/Ci

ϕi∼= (Gi+1/Ni+1)/Bi+1�

()/ ϕi(BiCi) = Ci+1Bi+1�

(-/ ϕ2

(
ϕ1(g1B1C1)

)
= ϕ−1

3 (g1B1C1) �
� ��� g1 ∈ G1/N1�

0� �����
�� ��
� 
�� ���
��
��� ���� �� ����� πi(Δ) ��� � ���������
 �� Gi

��� ���� i ∈ {1, 2, 3}� D ����� *�, ��������� �� 
�� ������
� ���
��� �� �� 
���
����� =�� 
��� ���� �� ���� ��
��� �� ��8��
��� 
� 

����! ��
��� 
��� � ����
��
���� ��������������� 0� ���� � ����
 ������ 
��� ��8��
��� �� 
�� �� 
 ���
��� ���
����� ������� ����� �� �
� �������� �� �
������
 ����
�
� �� �����
��� ���
���

������� ����� &���
�� G1 = E1 � K �� � ��������	� ��
��	�� ����� �� �

�
��	���� �����
� ��
� ��� ��� 
� ����	�
� �
��	���� �������	� ��
��	�� Δ 
� G1×
G2 × G3 ���� π1(H) = E1 �
� B1 = C1 �
 ��� ������ (κ, ι)� ����� G2

κ∼= G3

�
� ι �� �
 ���
�
������ 
� G1 ���� �*�� K �� � ���� +
��
���� �� (κ, ι) �� �
 ���

*4




������	
 �� �������� ������ 	������


����� 
� ���� �����
�� ���
 (κ, ι′) �� ���
 �
 ��� ����� �
� ����� ���
�
������
ι′ 
� G1 ���� �*�� K �� � ����

> � � � �� &�
 Δ �� � 4����
�� ��8��
��� �
������
 ����
�
 �� G1 ×G2 ×G3 ��
���
����� π1(H) = E1 ��� B1 = C1�

=�� ����� ������
 g2 ∈ G2 
���� �� � ��
�� ��� ������
 (k1, g2, g3) ∈ Δ
��
� k1 ∈ K� 0� ��
��� � ���� ��5��� ����������� κ ���� G2 
� G3�

3
����� ��� 
��
 Δ′ �� � ������ 4����
�� ��8��
��� �
������
 ����
�
 G1 ×
G2 × G3 ��
������� π1(H) = E1 ��� B1 = C1 ��� ����� �� ��
��� 
�� ����
����������� κ� ���� �� ��� ����
�
�
 �� �

��������� ι �� G1 �� ��������

=�� ����� g2 ∈ G2 
���� �� � ��
�� ���
(
k, g2, κ(g2)

) ∈ Δ� ����� �� ���� ��

������
 �� 
�� ����
(
k′, g2, κ(g2)

) ∈ Δ′� 0� ��5�� ιK : K → K �� 
��
 �

���� k 
� k′! 
��� ����� 
� �� �

��������� ιK �� K� =�� ����� e ∈ E1 
���� ��
�� ������
 (e, g2, 1) ∈ Δ� ����� �� ���� �� ������
 (e′, g2, 1) ∈ Δ′ ��� ��5�� 
��
��� ιE : E1 → E1 �� ������� e 
� e′� ���� 
�� ��� ιE �� �� �

���������
�� E�

0� ����� 
��
 
�� ��� 
��
 ����� e · k 
� ιE(e) · ιK(k) �� �� �

���������
�� G1� �� ��� 
��� �
����� a = (e1, h, 1)

(
k, g, κ(g)

)
��� a = (e1, h, 1)

(
k, g, κ(g)

)
��� 
�� ������
� �� Δ� ���� ι(a) =

(
ιE(e1), h, 1

)(
ιK(k), g, κ(g)

)
��� ι(a) =(

ιE(e1), h, 1
)(
ιK(k), g, κ(g)

)
��� ������
� �� Δ′�

=�� 
�� ����
�
� �� ��
��� 
��


aa =
(
e1e1

k, hh
g
, 1
) (
kk, gg, κ(g)κ(g)

)
���

ι(a)ι(a) =
(
ιE(e1)ιE(e1)

ιK(k), hh
g
, 1
)(

ιK(k)ιK(k), gg, κ(g)κ(g)
)
.

�� �����
�� 
��
 ι �� �� ����������� �� ��� ���� ���� 
� ���
� 
��
 ιE(e1)
ιK(k)

�� �9
�� 
� ιE(e1
k)� 6������! 
��� �� 
�� ���� ����� (e1

k, hg, 1) ∈ Δ �� ����
��

(
ιE(e1)

ιK(k), hg, 1
) ∈ Δ′�

B�� �
����� 
��
 Δ �� � �
������
 ����
�
 ��
� π1(H) = B1 = C1 ���
��
 κ : G2 → G3 �� ��5��� �� ������ &�
 ι �� �� �

��������� �� G1 
��

5 �� K! 
��� Δ′ = {(ι(g1), g2, g3) | (g1, g2, g3) ∈ Δ} �� � �
������
 ����
�

�� G1 × G2 × G3� �� �� ����� 
�� ����� ����
�
�
��� ��� 
�� �

���������
�� G1! �� ����
��� ι� ���� ����� 
��
 
�� ����
�
�
��� �� ι ���� Δ′ ��� 
��
����
�
�
��� �� Δ′ ���� ι ��� �������� 
� ��� ���
���� �

B�
� 
��
 �� 
�� 
������! 
�� ����������� κ �������
�� ��
� � �
������

����
�
 �� ��������� (�
 ���� ������� �� 
�� ������ �� K/ �

 
�� ������ �� ι ��
��
�

**



������ ������	�
��� 
��
������

$� ��%��� �� &������� �# �'� �� �"�  �(!! ���� )���&�

�� 
��� ���
��� �� ����� 
�� �������������� 
������� 
� ��
�
 
�� �
����
���
 ����
�
� �� 
�� �����
 ����
�
 �� 
���� �����
��� ���
��� 0� 5��
 ���
��

��� ������� 
� ��
�
��� 
�� �
���� �� 4����
�� ��8��
��� �
������
 ����
�
��
=�� 5��
� ���
�� G1, . . . , Gk ��
 �(G1, . . . , Gk) �� 
�� �
���� �� �
������
 �����

�
� �� G1 × · · · × Gk� =
�
�������! ��� k = 3! �� ����
� �� �2%�
&(G1, . . . , G3)

�� �
���� �� 4����
�� ��8��
��� �
������
 ����
�
��

����	  ��� ��� G1, G2, G3 �� �
��� 


�������� ��
���� ���


�(G1, G2, G3)=
∑

Ni�Gi

�2����(G1/N1, G2/N2, G3/N3)

= �(G1, G2) +�(G2, G3) +�(G1, G3)−2

+
∑

Ni�Gi

�2����(G1/N1, G2/N2, G3/N3).

> � � � �� ��� 5��
 �9
���
� ������� ���� 
�� �������������� ��������� �� &����
*�#:� ��� ������ �9
���
� ������� �� ��
��� 
��
 
�� �����
 ����
�
 �� ��
�
��

���� 
����! �� 4 ��� 
� �� �
�
���
��� �

0� ��� ��
����
�� �� 
�� �
���� �(n1, n2, n3) := �(Sn1
, Sn2

, Sn3
)! ����� Sni

�� 
�� �����
��� ���
� �� � ��
 ��
� ni ������
�� 7�����! 
��
 ����� ���
��
���
� �� � �����
��� ���
� �� ���������� 
� � �����
��� ���
� ���� ���
���
��
� ��
�! �� 
�� ������
� �����! �
 �
C��� 
� ����

� 
�� �
����� �(n1, n2)
��� �2%�
&(n1, n2, n3) := �2%�
&(Sn1

, Sn2
, Sn3

)�

0� �
��
 �� ��������� 
�� ��

�
��� ��� 
�� ���
����

����	  ��� ��� n1, n2 ≥ 2�  
� ��� 
����� �(n1, n2) 
� �������	� ��
��	��

� Sn1

× Sn2
�� ����

�(n1, n2) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2 �� n1 �= n2 �
� {n1, n2} �= {3, 4},
8 �� {n1, n2} = {3, 4},
n1! + 2 �� n1 = n2 /∈ {2, 4, 6},
2 �� n1 = n2 = 2,

n1! + 8 �� n1 = n2 = 4,

2n1! + 2 �� n1 = n2 = 6.

> � � � �� 0� ���
�� ��� �
� ���������
���� 
��
 n1≥n2� &�
 (Sn1
, Sn2

, N1, N2, ϕ)
�� � 

��� ������������� 
� � �
������
 ����
�
 ��� 
�� �������������� �� ����
���� 4�4�

*,




������	
 �� �������� ������ 	������


• ��N1 = 1! 
���N2 = 1 ��� n1 = n2� ��� �
���� �� ������������ ���� Sn1


� Sn1
��

i(n1) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
1 �� n1 = 2,

2n! �� n1 = 6,

n! �
�������.

���� ����������� 
� 
�� �
���� �� �������� ������� ��� ϕ� (����� ��� 
��
�������� �
����
���/

• �� N1 = Sn1
! 
��� N2 = Sn2

� ����� �� ���� ��� �
����
� �� 
��� 
����
(���� �� 
�� �����
 ����
�
/�

• �� N1 = An1
(n1 ≥ 3/! 
��� N2 = An2

! ����� 
�� ���� ���� 2 �
����
�

��
 � �����
��� ���
� ��� ���� �� 
�� ��
����
��� ���
�� ����� �� ����
��� �
����
� �� 
��� 
����

�� n1 �= 4! 
��� N1 ∈ {1, An1
, Sn1

}! ��� �� ������� ���������� ��� 
���� ������
3
����� ��� 
��
 n1 = 4 ��� n2 ≤ 4� ���� N1 ∈ {1, V, An1

, Sn1
}! ����� V ��


�� E�������
�����
�� ����� �� 
�� ����� ��� ���������� ������

• �� N1 = V ! 
��� N2 = V ��� n2 = 4 �� N2 = 1 ��� n2 = 3� �� ��
��� ����

���� ��� 6 ��
���� ��� ϕ� �

�� 
�� ��������� �� 
�� F{{G ��� F}}G 
� ����
� �
�
���
��

����	  ��� ��� n1, n2, n3 ≥ 2�  
� ��� 
����� �2����(n1, n2, n3) 
� 2���	�
�
�
��	���� �������	� ��
��	�� 
� Sn1

× Sn2
× Sn3

�� ����

�2����(n1, n2, n3) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(n1!)
2 �� n1 = n2 = n3 /∈ {2, 3, 4, 6},

2 �� n1 = n2 = n3 = 2,

(n1!)
2 + 2n1! �� n1 = n2 = n3 = 3,

(n1!)
2 + 6n1! �� n1 = n2 = n3 = 4,

(2n1!)
2 �� n1 = n2 = n3 = 6,

1440 �� {{n1, n2, n3}} = {{2, 6, 6}},
n! �� {{n1, n2, n3}} = {{2, n, n}}, �
� n /∈{2, 6},
144 �� {{n1, n2, n3}} = {{3, 4, 4}},
0, 
���������

> � � � �� 3
����� ��
��

 ���� �� ��������
� 
��
 n1 ≥ n2 ≥ n3� &�
 Δ ≤
Sn1

× Sn2
× Sn3

�� � 2����
�� ��8��
��� �
������
 ����
�
� A�5�� H1, H2, H3, H
�� �� 3��
��� *�4� &�
 Ei = πi(H)� ���� H �Δ ��� Ei � Sni

��� i ∈ {1, 2, 3}�
2� ������� #�#! �
 ����� 
��
 Sn1

/E1
∼= Sn2

/E2
∼= Sn3

/E3� ����! �� �������

*.



������ ������	�
��� 
��
������

*�##! ��� H �� ��
 � ��������� 

��� (B1, B2, B3, C1, C2, C3, ϕ1, ϕ2, ϕ3) ��
� �
��
���
�� Bi, Ci �Ei! �
�� 
��
 Bi ∩ Ci �� ������� ��� BiCi = Ei� 0� ��
��� 
��
��������� ��
�����

• �� E1 = 1! 
��� n1 = n2 = n3 ��� E2 = E3 = 1� 0� ���� Bi = Ci = 1
��� i ∈ {1, 2, 3}� �� 
��� ���� H = 1 ��� Δ �� ��������
�� 2� ������� *�#.

���� ��� i(n1)

2 ���
�� �� 
��� 
���! ����� i(n1) �� 
�� �
���� �� �������
������ ���� Sn1


� Sn1
� ���� ����������� 
� 
�� ������� ��� ϕ1 ��� ϕ2�

=�� ϕ3 �� ��
 ϕ−1
3 = ϕ1 ◦ ϕ2�

• �� E1 = V ! 
��� n1 = 4 ��� Sn1
/E1

∼= S3� �� 
��� ���� {n1, n2, n3} ⊆ {3, 4}�
&�
 
� 5��
 �������� 
�� ���� 
��
 n3 = 3� ���� B3 = C3 = E3 = 1 ��� ��
��� 
�
� ����� ������� *�#.� 2� &���� *�' �� �����
�� 
��
 C1 = B2 = 1
��� E1 = B1 = C2 = V � H���� 
�� �������������� ����� �� ������� *�#.

�� �
���� �� �
�� ���
�� �9
��� 
�� �
���� �� ����� (ϕ1, ϕ2)! ����� ϕ1

�� �� ����������� ���� S4 
� S4 ��� ϕ2 �� �� ����������� ���� S3 
� S3�
����� ��� 144 �
�� ������

B� 
 ��
 
� �������� 
�� ���� n1 = n2 = n3 = 4� ���� ������� 
��
 Bi =
Ci = Ei = V ��� ��� i ∈ {1, 2, 3}� 3���� S4 �� 
�� ���������
 ����
�
 V �S3!
�� ��� ����� ������� *�#-� =�� ����� ����������� κ ���� Sn2

= S4


� Sn3
= S4 �� ��� 5�� � �
������
 ����
�
 ��������� κ �� ��

��� Δ =

〈{(k, g, κ(g)) | g ∈ S4, k ∈ S3 ∩ gV } ∪ {(a, a−1, 1) | a ∈ V }〉� ��
�! ��
������� *�#- 
�� �
���� �� �
�� �
������
 ����
�
� �� �9
�� 
� 
�� �
��
��� �� ����� (κ, ι)! ����� κ �� �� ����������� ���� S4 
� S4 ��� ι �� ��
�

��������� �� S4 
��
 5 �� V �� � ��
� ����� ��� 6n1! = 144 �
�� ������

• �� E1 = An1
(��� n1 ≥ 3/! 
��� E2 = An2

��� E3 = An3
� 2� ��������

������� *�## 
� H �
 ������� 
��
 ��
��� n1 = n2 = n3 = 3 �� n1 = n2 >
n3 = 2� �� 
�� ������ ���� Bi = Ci = A3 = Z3 ��� i ∈ {1, 2, 3} ��� �� 
�
��

���� ��� 2n1! = 12 ���
�� �� 
��� 
��� �� ������� *�#- (�� 
�� ����
���
���
� �� �� 
�� ������
� ����/� �� 
�� ��

�� ���� B1 = C2 = An1

���
C1 = B2 = B3 = C3 = 1� 3� Δ �� ��������
� ��� �� ������� *�#. 
����
��� �� 
�
�� i(n1) · i(2) = i(n1) ���
�� �� 
��� 
���! ����� ����� i(n1) �� 
��
�
���� �� ������������ ���� Sn1


� Sn1
�

• �� E1 = Sn1
! 
��� E2 = Sn2

��� E3 = Sn3
� �� 
��� ���� H = Δ� H���� 
��

�������������� ��������� �� ������� *�## �� ��
 
��
 n1 = n2 = n3 = 2
��� Bi = Ci = S2 ��� i ∈ {1, 2, 3}� 3���� 
���� �� ���� ��� �����������
���� S2 
� S2 
���� �� � ��
�� ��� ��
��� �� 
��� ����! ������ 
�� ���
�
����� �� D ����� *�4 ��� G1 = S2� �

> � � � � � � � � � � � � � #�4� H���� &���� ,�# ��� ,�* �� ��


�(n1, n2, n3) =
∑
i<j

�(ni, nj) +

*)




������	
 �� �������� ������ 	������
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�2%�
&(n1, n1, n1) + 3�2%�
&(2, n1, n1) �� n1 = n2 = n3,

�2%�
&(2, 4, 4) + �2%�
&(2, 3, 3) �� n2 = n3 = 4,

�2%�
&(2, 3, 3) �� n2 ∈ {3, 4}, n3 = 3,

�2%�
&(2,m1,m1) ��{{n1, n2, n3}} = {{m1,m1,m2}}
��� m1 �= m2, m1 ≥ 5,

0, �
��������

���� ����� &����� ,�4 ��� ,�*� �

7����� 
��
 
�� 5��
��� ���� ����� ��
 ������� �� 
�� ������� ��� ���
��
�� ����� #� ����� �
����� ���� ����
��
�� 
���� &����� ,�#! ,�4 ��� ,�*�
6������! 
���� �
����� ���� ���� ��
��������1�� ��
� 
�� ����

�� �������
���
�� ��� �)��

7�2�7�3.�+

8(9  34�7+:3" 4� 4�;. *!��:" <�/ ��������� �	 
���
� ���
�
�� �	 ������� �
���� ��

�������� �	 
���
� ���
�
�� �	 ������ ��
 ��������� ������ !�/ ������ ��	
��� 
�	 ����
������
������ !�/ �������� �
��� ���� ���"  ���� *���� +
��" 5�
�������" 7!" &'')" ��
(=(&> �����������	
�	���
��
�����	������������" �	
�
��
�����	�������������

8&9 ? %�7" 1�;+�3" 4� ;@<�3	7:�+1!" 5�/ � ����������
 ������� �����" ����� *��
*���� 5���� ������A0 #&'(B$ (=()> �	
�
��
�
���������
�������

8�9 ?7!4+:3" *� 7�;C:�!�" D�;*!���7" .� 2� !!!";+C:7�" C�/ �� ��� ����� �������
������ �	 ���
���
� ���
�
�� ��
 ��� ������ �	 ����
����� 	��� ������"  ���� D� *���� ���
#&'(�$" �
� 0" E)(=)��>
�����������	
�	���
��
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