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 �	���� 	
 ����������� ���	�������� 	
 �� (S,Y)�������� ���� 
����	� f : X → R�
����� S �� � �	�� ������ ��X ��� Y �� � �������	� 	
X� �� ����� ���� � �������	�
	
 � �	�� ������ �� � ����������� 
	�� ��� ���� ���� ��	������� 	
 �	�� ��������
��� 	����� ��� ����������� ���� ��������� ��� ���� ������ �� ������� �	�� 
	�
������������ �� ��� ����� 	
 ������� 	������ ���� ��� �������� ������� 	� Rn

��������� �������� ��� ����  ���� ����	�� �I���������� �������!����

������������

��� (X, T ) �� � ������	
��� ����� ��� U ⊂ X ���� ���� x ∈ T�intU �
�� ��
������ � T��������	
���� �� x

����������� ��� (X, T ) �� ������
��
����� �
�� ����� ��� �� T�
������� ��
���

� X� ��� ����� S =

{
S(x)
}
x∈X

� ����� ���� S(x) 
� � �������
�� �� �������

�� X� �
�� �� �������� �� �� � ���� ������ 
� (X, T ) ��� �
����� � ���� �������
���� ������
�� 
� ���
������ 
� ��� ��� x ∈ X ��� ������
�	 ����
�
��� �����

� ��� {x} /∈ S(x)�
��� S(x) �= ∅�

� 
� S ∈ S(x)� ���� x ∈ S�

  
� S1 ∈ S(x) ��� S1 ⊂ S2� ���� S2 ∈ S(x)�

! 
� x ∈ U � U ∈ T ��� S ∈ S(x)� ���� S ∩ U ∈ S(x)

������ �� "� x0 ∈ intU ��� {S(x)}x∈X 
� � ����� ������� ���� U ∈ S(x0)�
�� 4
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#�� ������ ��$��� ����� ������� ��� � 	������
%��
�� �� �� ������	
��� ������
�� � ������� �� & � 
 � � # � �� � � � �� �'()*� �������� +�)� �  � ����, ���
+'� � �()� ����,�� ��
	
����� ���������� ��� ��� ���� �
�� �-�
���� �
�� ��� .��
��
���� ������	� "� ��� ����� +(,� ��� ���� ���
�� 
� ����
����� ��� ��� ����
���� ������ �� ��� ����� 
� ��� �������� �� 
� ����� /����
���� ��� 	�������

%��
�� ��� 
�� �
�
���
���� ��� 
� X ��� 
������� ��
���� ���� ����
�
��� � ���
! ����� �� �������
����� #�������� �� ���� � 	������ �������
�� �� (X, T )
�� �� ������
��
�����

������ ��

� "� 2 � m � cardX� ���� ��� �������
���

Sm :=
{
{S ⊂ X : x ∈ S ��� cardS � m} : x ∈ X

}
��� �
��
��� ����� ������� 
�

(
X, {∅, X}

)


� "� ���� ������
��
����� ������	
��� ����� ����� S0 :=
{
S0(x)

}
x∈X

� �����

S ∈ S0(x)� 
� S 
� � T���
	��������� �� x� ����� � ����� ������ 0����1���

� T = {∅, X}� ���� S0(x) = {X}� ��� ��� x ∈ X

  2��� ��� ��� ��� Ad ����� ��� ��� T����
1�� ��� �� A #���

S∞ :=
{
S∞(x)

}
x∈X

,

����� S ∈ S∞(x)� 
� x ∈ Sd ∩ S� 
� � ����� ������ �� ���� "� ����
������
S∞ 
�

(
X, {∅, X}

)
��
��
��� �
�� S2 ��$��� 
� �

! ��� Y := {Yx : x ∈ X} �� � �������
�� �� Yx ⊂ X ���� ���� x ∈ (Yx)
d 3��

SY,0(x) := {S ⊂ X : x ∈ S ⊃ Ux ∩ Yx� ����� Ux 
� � T���
	��������� �� x}
���

SY,∞(x) :=
{
S ⊂ X : Sx ∪ {x} ⊂ S, ��� ���� Sx ⊂ Yx, ���� ���� x ∈ (Sx)

d
}
.

#��� ��� �������
���

SY,0 :=
{
SY,0(x) : x ∈ X

}
��� SY,∞ :=

{
SY,∞(x) : x ∈ X

}
��� ����� ������� 
� (X, T ) 4��� ���� ��� Yx ≡ X �� ��1� SY,∞ = S∞
��� SY,0 = S0

��� ������ ���� ���� ��� ��� S(x)*� ��� ������ ����� $�
�� 
��������
��� �
��
�� ������ � ����
��� ���� ������ #�� ����� �� ��� $����
�	 ����� ������� 
� (X, T )
�
�� �� ������� �� FS(X, T )

������ �� S0 ∈ FS(X, T )� ��� �1��� (X, T )

������  �

� "� cardX > 2� ��� ������ S2 ���� .5����� �� 
� ��� $����
�	

� "� cardX = 2� �� ��1� S0 = S∞� ������ 
� ��
� ����� S∞ ∈ FS(X, T )

�



�������� ���	��������
 �� ��������� ���	�����

������ !� ��� Tnat ����� ��� ��� .���
���� ������	� #���� S∞ /∈ FS(Rn, Tnat)

	
����� �� ���	�� ���� X �� ������� �
 ����� ���� ���� �
��������� ���
�
�� � �������� Tev �� X �	� ���� S∞∈ FS(X, Tev)�

3 � � � � ��� Tev �� � ������	� �� X 
��������� �� ��� ���
� U ����
��
�	 �� �
��
6�
�� ����������� ���� 7�����

S∞(x) = {S : Ux ⊂ S} , x ∈ X,

����� Ux ∈ U 
� � ���
� Tev���
	��������� �� x 4��� ���� 
� (X, Tev) �� ��1�
S0 = S∞ #���� �� .5����� �� S∞ ∈ FS(X, Tev) �

2�� ����� ������� S ′ ��� S ′′ 
� (X, T )� ��� �� ��$��

S ′ 	 S ′′ ��
{
S′(x) ∪ S′′(x) : x ∈ X

}
���

S ′ 
 S ′′ ��
{
S′(x) ∩ S′′(x) : x ∈ X

}
.

2�� � �������
�� S �� ����� ������� 
� (X, T )� ���
⊔

S�
�
S ������ ��� �������
���{

{S ∈ S(x), ��� ���� S ∈ S} : x ∈ X
}

��� {
{S ∈ S(x), ��� ��� S ∈ S} : x ∈ X

}
,

�������
1���

������� �� ���	�� ���� S ′ ��� S ′′ �
� ���� ������� �� (X, T )� ��� ���� S
�� � �������� �� ���� ������� �� (X, T )� ���������� S ′ 	 S ′′� S ′ 
 S ′′�

⊔
S ����

S �
� ���� ������ ���� ��������

������� �� ����� � ���� ������ S �� (X, T )� �� �����

S 
 S = S = S 	 S .

��������� �� ��� S(X, T ) ������ ��� �������� �� ��� ���� ������� �� � � ��
��������������� (X, T )� ��� ��
	�	
� S :=

(
S(X, T ),
,	,S0,S∞

)
��
�� � ������

���� 1 = S∞ ��� 0 = S0 !�� +8,"�

������� 	�
�
S ∈ FS(X, T ) �
������ S ⊂ FS(X, T )�

������ �� "� ��� ������ ���� ��� ��� ������� ���� S ��� $����
�	� ��
��
⊔
S


� ��� �� �������
��� �5����� �
�� �� 	
1�� 
� ��� ��-��� �9����� 8�

"� S ′� S ′′ ��� ����� ������� ��� S′(x) ⊂ S′′(x) ����� ��� ���� x ∈ X� ���� ��
��
�� S ′ � S ′′

������� 
� ��� 
������� #�$ �� � ��
���� �
��
 �� S(X, T )� %�
����
� ��

��� S ⊂ S(X, T ) ��� S ∈ S� �� ���� S0 � S � S∞,

�
S � S �

⊔
S�

#�� ������
�	 
� � ����
	��������� �����-����� �� ��
�

 



����� ����	�
�

��������� ��
�

S(X, T ) = S0 ���
⊔
S(X, T ) = S∞�

������� �� &� S ′ � S ′′� ���� S ′ 
 S ′′ = S ′� S ′ 	 S ′′ = S ′′.

������� �� &� �� �������� ���� S ′′ ∈ FS(X, T )� S ′ � S ′′� �	� S ′ /∈ FS(X, T )�
�� ���
��
���� � ����� ���� �� ����� �� ��� ��'	�� !(���
) *"�

"� ��� �
	�� �� 3������� :� 
� 
� ����� ����� ��� 3�������  � ��� �������
�� ����
��� ��� ������� 
� S ��� $����
�	� 
� ����1��� ��� ������ �� ��������

��� T �� ��� ��� �� 
��
��� ��� �� ������ ���� ���� ���� Y t
x ⊂ X� ���

t ∈ T ��� ������� �� ���� x ∈ X 3�� Yx := {Y t
x : t ∈ T} ��� x ∈ X ���

Y := {Y t
x : t ∈ T, x ∈ X} "� ��� ���� x ∈ X ��� ������
�	 ����
�
��� �����

� ���� Y t1
x � Y t2

x � {x} ��� ��
��
�� �
�6�
�� ��� ��� t1, t2 ∈ T � t1 �= t2�

� X = {x} ∪
⋃
Yx�

  x ∈
⋂

t∈T (Y
t
x )

d�

���� �� ���� Y � ��
������ �� (X, T ) ;� �
�� ��� ���� S =
{
S(x) : x ∈ X

}

�

Y������������ 
� S ∩ Y t
x �= ∅ ��� ��� t ∈ T� x ∈ X ��� S ∈ S(x)

	
����� �� &� S �� Y������������� ���� ��� ��������� St
Y :=
{
St
Y (x) :x∈X

}
�

���
�

St
Y (x) :=

{
S ⊂ X : S ⊃ Ŝ ∩

(
Y t
x ∪ {x}

)
, ��
 ���� Ŝ ∈ S(x)

}
,

�
� ���� ������ ���� �������� ��
 ��� t ∈ T�

3 � � � � ��� �� $5 x ∈ X ��� t ∈ T  ;� ��
� ������ �� 1<3 ��� ����� �� ��
�� 4
��
�	 ��� ���� �����
1
�� ��� ��� �� ����
��� S ∩ U � ����� S ∈ St(x) ���

x ∈ U ∈ T  #�� ����� �
�� �� �������
���� 
� �� $�� ŜU ∈ S(x)� ��� ��
��

ŜU ∩
(
Y t
x ∪ {x}

)
⊂ S ∩ U.

#���� 
� �� Ŝ ∈ S(x) ���� ���� Ŝ ∩
(
Y t
x ∪ {x}

)
⊂ S 3�� ŜU := Ŝ ∩U  "� �������

���� ŜU ∈ S(x) ��� ����

ŜU ∩
(
Y t
x ∪ {x}

)
= Ŝ ∩

(
Y t
x ∪ {x}

)
∩ U ⊂ S ∩ U.

#�� ����� 
� ��� �������� �
������� � &� S ′ �� Y������������ ��� S ′′ � S ′� ���� S ′′ �� Y������������
�� ����� S0 �� Y������������� ��
 ��� ��� ��
������� Y�

"� (R, Tnat)� ��� �� ����
��� ��� ����
�
�� Y∞ := {Y ′
x, Y

′′
x : x ∈ R}� �����

Y ′
x := (−∞;x) ��� Y ′′

x := (x;∞) #�� Y∞������������� ������� �
�� �� �������
������ ������
�� "� (R, Tnat)� ��� Y∞ ��� � �
������� S � �� 
�������� ��� ������
�	
�������
����

S− :=
{
S−(x) : x ∈ R

}
, ����� S−(x) :=

{
(−∞, x] ∩ S : S ∈ S(x)

}
;

S+ :=
{
S+(x) : x ∈ R

}
, ����� S+(x) :=

{
[x,+∞) ∩ S : S ∈ S(x)

}
.

���

!



�������� ���	��������
 �� ��������� ���	�����

������ 8� ��� �� ��$�� � ����
�
�� �� (R, Tnat) �� ��� ������
�	 3��

An :=
(
−2−n;−2−n−1

]
∪
[
2−n−1; 2−n

)
, n ∈ ω,

Y 2′
x := x+

⋃
n∈ω

A2n, Y 2′′
x := x+

(
(−∞;−1] ∪ [1;∞) ∪

⋃
n∈ω

A2n+1

)

��� Y2 :=
{
{Y 2′

x , Y 2′′
x } : x ∈ R

}
 ��� �� ����
��� ��� ����� ��������

S2ω :=

{{
S : S ⊃ {x} ∪

(
x+

⋃
n>N

A2n

)
, ��� ���� N ∈ ω

}
, x ∈ R

}

���

S+0 :=
{{

S : U ∩ [x;∞) ⊂ S, x ∈ U ∈ Tnat
}
: x ∈ R

}
.

"� 
� ���� �� ����� ���� S+0 
� Y2������������� ��� ��� Y∞�������������� ��
���
S2ω� �� ��� ��������� 
� Y∞������������� ��� ��� Y2�������������

	
����� 	� +�
 ���
� Y������������ ���� ������ S�

S �
�

t∈T

St
Y .

%�
����
� �� S ∈ FS(X, T ) ��� T �� ������ ����

S =
�

t∈T

St
Y . ���

3 � � � � #�� $��� ���� 
� ��
1
�� 2�� ��� ����� �� ��� ������� ��� �� ������
���� cardT = 2� T = {′, ′′} ��� ���� S ∈ FS(X, T ) ��� �� $5 x ∈ X ��� S ����
S′(x) ∩ S′′(x) #���

S ⊃ S′ ∩
(
Y ′′
x ∪ {x}

)
,

S ⊃ S′′ ∩
(
Y ′
x ∪ {x}

)
,

��� ���� S′, S′′ ∈ S(x) ;� ��� ������
�	 ��� S0 ⊂ S ���� ���� S0 ∈ S(x) #� ��
�
���� ��� S0 := S′ ∩ S′′ /����
����

S0 =
((
S′ ∩ S′′) ∩ (Y ′

x ∪ {x}
))

∪
(
(S′ ∩ S′′) ∩

(
Y ′′
x ∪ {x}

))
⊂ S.

#�� ������ ��� �
	��� ��� ��
�� $�
�� ����
���
�
�� �� T ��� �
�
��� �

Y������������� �������� ��� ��
�� ����
�
�� ��� 
� ���$����� �
�� �� ��������
�� �� Y�
��
������

#�� Y������������� $����
�	 ������ ��� ��
� �� �� Y������������ ���� T 
�

�$�
��

8



����� ����	�
�

������ :� ��� �� ����
��� ��� ������ S0 
� (R2, Tnat) ;� �
�� ��$�� � ����
�
�
��

Y =
{
Y j
x : j ∈ ω, x ∈ R2

}
,

��� ��
��
�

j∈ω (S0)
j
Y ��S0 ���

ϕj := 2π
(
1− 2−j

)
, j ∈ ω

���
zj := (cosϕj, sinϕj) ∈ R2, j ∈ ω.

2�� �1��� x ∈ R2� ��� �������
�� �� ���� ����
{
x + {tzj , t > 0}

}
j∈ω


������

� ����
�
�� �� (R2, Tnat) 
��� ����������� ���� ��	���� ��	
���

Y j
x := x+

{
(t cosϕ, t sinϕ) : t > 0, ϕ ∈ [ϕj ;ϕj+1)

}
, j ∈ ω.

��� �� $5 �� x ∈ R2 ��� ����
��� S :=
⋃

j∈ω

(
Y j
x ∩B(x, 2−j)

)
� ����� ����

���������� B(x, 2−j) 
� ��� ���� .���
���� ���� ������� �� x �
�� ���
�� 2−j 

/������� S ∈ (S0)
j
Y(x) ��� j ∈ ω� ��� x 
� ��� 
� intS� ����� S /∈ S0(x)

������ =� 2�� � ����
�
�� Y = {Y t
x : t ∈ T, x ∈ X}� ����� cardT � 4� ���

t1, t2, t3, t4 ∈ T �� $5�� 3�� T̄ := T \ {t3, t4}� T̂ := T \ {t1, t2, t3, t4} ��� ��� ���
����
�
�� Ȳ :=

{
Y t
x : t ∈ T̄ , x ∈ X

}
�� ��$��� �� ��� ������
�	

Ȳ t
x :=

⎧⎪⎨
⎪⎩
Y t
x , t ∈ T̂ ,

Y t1
x ∪ Y t2

x , t = t1,

Y t3
x ∪ Y t4

x , t = t2,

x ∈ X.

;� �
�� $�� � Ȳ������������� ������ ��� ���$��
�	 ���� �� ��
�� �� ����� ���1�
���� ��� #������  ��� $����
�	 �������
�� 
� 1
��� ��� �� ����
���

S̄ :=
(
(SȲt1,0 
 SȲt2,∞) 	 (SȲt2,0 
 SȲt1,∞)

)



�

t∈T̂

SȲt,∞,

��� ��� ��� Sx ��$��� ���

Sx := X \
(
Y t2
x ∪ Y t4

x

)
.

"� 
� ����� ���� S̄ 
� Ȳ������������� ���� Y������������� �� ����� ��� ����
Sx ∈

⋂
t∈T̄ S̄t

Ȳ (x) \ S̄(x)� ��
�� 
� � �����-����� �� ��� �����
��� {x} ∪ Y t1
x ∈

SȲt1,∞� {x} ∪ Y t3
x ∈ SȲt2,∞ ��� ��� �-���
�� S̄t

Ȳ = SȲt,∞� 1��
� ��� t ∈ T̄

������ (� ��� �� ����
��� ��� ������ S◦ 
� (Rn, Tnat)� n ∈ ω� ���� ����
S ∈ S◦(x) 
� x ∈ Rn 
� �� 
���� ��
�� �� ��� 
��������
�� �� S �
�� ���� �
�� Px

����
�	 �����	� x ��� {P t
x}t∈T ������ ��� �������
�� �� ��� �
��� 	�
�	 �����	� x

>�1
������ YP :=
{
P t
x \ {x}

}t∈T

x∈Rn 
� � ����
�
�� �� (Rn, Tnat) ��� cardT = 2ω

0����1��� ������ S◦ 
� YP ������������ #�
� ���1�� ���� ��� $�
������ �� T 
�
��� ��������� ��� � ����� ������ �� �� �����������

:



�������� ���	��������
 �� ��������� ���	�����

������ '� "� (Rn, Tnat)� ��� n ∈ ω� ��� �� ��$�� ��� ����
�
�� Y� :=
{
Y m
x : m ∈

{1, . . . , 2n}, x∈ Rn
}
� �� n��
����
���� 1���
�� �� ����
�
�� Y∞ ��� Z(a1, . . . , an)

������ ��� /�����
�� ������� �� n �����

Z(a1, . . . , an) :=
n

×
k=1

(−1)ak(0;∞), ��� ak ∈ {0, 1}, 1 � k � n.

4��� ���� ��� �����
�� m̄ ��$��� �� m̄(a1, . . . , an) :=
∑n

k=1 ak2
k−1 ������ � ����

������� �������������� ������� {0, 1}n ��� {1, . . . , 2n} ��� �� ���
Y 1
x := x+ (0,∞)n,

Y m̄(a1,...,an)
x := x+

⎛
⎝clZ(a1, . . . , an) \

⎛
⎝{0} ∪ ⋃

m<m̄(a1,...,an)

Y m
0

⎞
⎠
⎞
⎠ ,

��� m̄(a1, . . . , an) > 1 7����� ��� ���� Y m
x ��� ��$��� ��� ��� m ∈ {1, . . . , 2n}

"� 
� ���� �� ��� ���� ��� ���� x ∈ Rn� Rn = {x} ∪
⋃2n

m=1 Y
m
x ��� ���� ���

�������
�� Y� 
� � ���� ��$��� ����
�
�� �� (Rn, Tnat)

������� �� &� S ∈ FS(X, T ) �� Y������������� ���� ��� ��� St
Y ,�� ��
 t ∈ T�

�
� ����
��� �� �����

3 � � � � ��� S ∈ FS(X, T ) �� Y������������� ��� �� $5 x ∈ X� t ∈ T ���
S1, S2 ∈ St

Y (x) #���� �� ��$�
�
�� ����� �5
�� St
j ∈ S(x)� j = 1, 2� ��� ��
��

Sj ⊃ St
j ∩
(
Y t
x ∪ {x}

)
, j = 1, 2.

7����� ������
�	 �� ��� �������
�� �� S � �� ��1� St
Y := St

1 ∩ St
2 ∈ S(x) ���

��� 
�����
��
S1 ∩ S2 ⊃ St ∩

(
Y t
x ∪ {x}

)
,


� ���$���� #��� St
Y 
� $����
�	 �

3���
�
�� Y = {Y t
x}

t∈T
x∈X 
� ��
� �� �� 
��	��
� 
�

RY(x, y) :=
⋂
t′∈T

⋃
t�=t′

(
Y t
x ∪ Y t

y

)
�= ∅,

��� ��� ��
�� �� x, y ∈ X� ���� ���� x �= y

������ �)� #�� ����
�
�� Y� ���� .5����� ' 
� ��	����

��� C :=
{
C(x, y) : x, y ∈ X

}
� �����

X ⊃ C(x, y) \ {x, y} �= ∅, ��� x �= y. � �

��� ���� C �
�� �� ������ � 
��	��
��� �	�
���� �� Y 
�

C(x, y) \ {x, y} ⊂ RY(x, y),

=



����� ����	�
�

��� ��� x, y ∈ X� x �= y "� ������� ���� ��� ��	���� ������ ��� � 	����
��
>�1
������ 
� Y 
� ��	���� ��� C1 
� � 	����
�� �� 
�� ��	����
�� ��� 
� C2 :={
C2(x, y) : x, y ∈ X

}

� � �������
�� ���
���
�	 � � ��� ���� ����

C2(x, y) ⊂ C1(x, y), ��� ��� x, y ∈ X,

���� C2 
� �
���� � ��	����
�� 	����
�� ��� Y

������� �� ��� C :=
{
C(x, y) : x, y ∈ X

}
�	���� � �� ��� ��������� �����

����� �
� �'	��������

• C �� � �	�
���� �� 
��	��
��� �� Y�

• C(x, y) ⊂ C̄(x, y)� ��
 ��� x, y ∈ X� x �= y� ��
 ���� C̄ =
{
C̄(x, y)

}
�

� �	�
���� �� 
��	��
��� �� Y�

• C(x, y) ∩ Y t
x ∩ Y t

y = ∅� ��
 ��� x, y ∈ X� x �= y ��� t ∈ T �

• C∗ :=
{
C(x, y) \ {x, y}, x, y ∈ X

}
�� � 
��	��
��� '	�
���� ��
 Y�

• C∗ :=
{
C(x, y) ∪ {x, y}, x, y ∈ X

}
�� � 
��	��
��� '	�
���� ��
 Y�

#�� ���1� �������� ������ �� �� ��� �� ���� ������
�� �� ������� x ��� y
��� �������� �� C(x, y) �� ���

������ ��� "� ��� .���
���� ����� Rn� �� � ���� �� �
%� k > 0� �� ����������
�� 
��	� ��

{
x ∈ Rn : 0 � xj � 1, j = 1, . . . , n

}
����� k������� �
�
���
�� 2��

���
����� x, y ∈ Rn ��� C�(x, y) �� ��� 
��������
�� �� ��� ����� ������� �� x
��� y� �������
1���� �
�� �
%�� 2max1�j�n |yj − xj| ��� ��	�� �������� �� �5��
�� �����
�����

�

�

x

y
C�(x, y)

C� 
� � ��	����
�� 	����
�� �� Y� "� ����
������ C�(x, y) = [x; y]� ��� n = 1

������ ��� ������ ���� ∅ �= A � R ��� �� ����
��� ��� ����
�
�� YA
� ��$���

�� ����
�	

Y A′
x := (−∞;x), Y A′′

x := (x; +∞), 
� x ∈ A,
���

Y A′′
x := (−∞;x), Y A′

x := (x; +∞), 
� x /∈ A.

(



�������� ���	��������
 �� ��������� ���	�����

3���
�
�� YA
� 
� ��	����� ��� ��� �������
�� �� 
����1���

{
[x; y] : x, y ∈ R

}

� ���


�� ��	����
�� 	����
�� /����
���� CA
� :=

{
CA

�(x, y) : x, y ∈ R
}
� ��� �������
��

�� ����

CA
�(x, y) :=

{(
−∞; min{x, y}

]
∪
[
max{x, y}; +∞

)
, 
� card

(
{x, y} ∩A

)
= 1,

[x; y], �����

����� � ��	����
�� 	����
�� �� YA
� 

������ � �

� "� (R2, Tnat) ��� �� ��$�� ��� ����
�
�� Ȳ :=
{
Ȳ ′
x, Ȳ

′′
x : x = (x1, x2) ∈ R2

}
��

Ȳ ′
x :=
(
R× (x2; +∞)

)
∪
(
(x1; +∞)× {x2}

)
���

Ȳ ′′
x :=

(
R× (−∞;x2)

)
∪
(
(−∞;x1)× {x2}

)
.

"� x ��� y ��1� �
?����� ������ �����
���� �x2 �= y2�� ���� �� ����
���
�� R ×

(
min{x, y}; max{x, y}

)

� 
������� 
� RȲ(x, y) 0����1��� ���

x, y ∈ R2 ���� ���� x2 = y2� �� ��1� RȲ(x, y) =
(
min{x1, y1};∞

)
×{x2}�

��
�� ����� ���� Ȳ 
� ��	���� 2�� ��� ��	����
�� 	����
��� �� Ȳ � �� ��1�
intC(x, y) = ∅� 
� x2 = y2

� "� (R2, Tnat) ��� �� ����
��� ��� ����
�
�� Ỹ := {Ỹ ′
x, Ỹ

′′
x : x ∈ R2}� �����

��� x = (x1, x2) ∈ R2� Ỹ ′
x :=
(
R× [x2; +∞)

)
\{x} ��� Ỹ ′′

x := R× (−∞;x2)
#�
� ����
�
�� ��
�� �� �� ��	����

#�� ���1� �5������ �
	�� ��		��� ���� ����� 
� �� ����
�
�� �� R2 
��� ���
����� �
�� � 	����
�� ���� ���� intC(x, y) �= ∅ #�� ������
�	 �5����� ������� 
�

������ �!� 2�� x = (x1, x2) ∈ R2 ��� �� ���

Y̆ ′
x := x+

{
(ξ1, ξ2) ∈ R2 : ξ2 > ξ21

}
���

Y̆ ′′
x := x+

({
(ξ1, ξ2) ∈ R2 : ξ2 � ξ21

}
\
{
(0, 0)

})
.

3���
�
�� Y̆ 
� ��	���� "� C̆(x, y) := Y̆ ′
xY̆ ′

y � ���� C̆ :=
{
C̆(x, y) : x, y ∈ R2

}

�

� ��	����
�� 	����
�� �� Y̆ ��� ��� ��� C̆(x, y)*� ��1� ���1�
� 
����
���

������ ���� (X, ρ) 
� � ����
� ������ C =
{
C(x, y) : x, y ∈ X

}

� � �������
��

�� ������� �� X� ��
�� ��� ���1�
� ��� x �= y� ��� $����� S =
{
S(x) : x ∈ X

}
�

� ����� ������ 
� (X, T )� ����� T 
� ������	� 
��������� �� ρ "� ����� �5
���
δ : (z, Sz) �→ δzSz

> 0� �
�� Sz ∈ S(z)� ���� ����

∀
x,y∈X

∀
Sx∈S(x)
Sy∈S(y)

(
ρ (y, x) < min

{
δxSx

, δySy

}
⇒ Sx ∩ Sy ∩ C(x, y) �= ∅

)
, �!�

'



����� ����	�
�

���� �� ��� ���� ��� ������ S ���$��� ��
��� ����
������ �������� ����
C-SIC(C) "� ��� �1��� �������� �������
�� {Sz}z∈X � ���� ���� Sz ∈ S(z), z ∈ X,
����� �5
��� δ : z �→ δ(z) > 0� ��� ��
��

∀
x,y∈X

(
ρ (x, y) < min

{
δ(x), δ(y)

}
⇒ Sx ∩ Sy ∩ C(x, y) �= ∅

)
, �8�

���� �� ��� ���� S ���$��� !�
����
�" ����
������ �������� ���� C-"/�C�
>�1
������ @"/�C� 
���
�� "/�C� .5������ �� 
��������
�� ����
�
��� 
� (R, Tnat)
��� ��� $�� 
� +�,� + , ��� 
� +',

������� ���

� &� S ′′ � S ′ ��� S ′ �	����� !��
���" ����
������ �������� ���� C� ���� S ′′

���� �	����� !��
���" ����
������ �������� ���� C�
� S0 �	����� ��
��� ����
������ �������� ���� C ���������� � �� �
�������

{x, y} ∩
(
C(x, y)

)d �= ∅�

  ��� C :=
{
C(x, y) : x, y ∈ X

}
������� � �� ��� ��������� ��������� �
�

�'	��������
• ������ S �	����� !��
���" ����
������ �������� ���� C�
• C0(x, y) ⊂ C(x, y)� ��
 ��� x, y ∈ X� ��
 ���� C0 =

{
C0(x, y)

}
������

����� � � �	� ���� S �	����� !��
���" ����
������ �������� ���� C0�

3 � � � � #� ���1� �� ��� δ′ �� ������� �� S ′ "� ��A��� �� ��� δ′′ := δ′|⋃({x}×S′′(x)).

#� ���1� �� ���

δ(x, Sx) := min
{
sup
{
r > 0 : B(x, r) ⊂ Sx

}
, 1
}

��� x ∈ X ��� Sx ∈ S0(x).

#���� ��� ���� ���� U � �� ��1�

{x, y} ⊂ U ⊂ B
(
x, δ(x, Sx)

)
∩ B
(
y, δ(y, Sy)

)
⊂ Sx ∩ Sy,


� d(x, y) < min
{
δ(x, Sx), δ(y, Sy)

}
� ��� �� �������
��� U ∩ C(x, y) �= ∅

3�
��  
� ��1
��� �

���� ������

4��� �� ����� ��������� � 	������
%��
�� �� ��� ������� ����
���� 
� +!, ��� +�!,
��� �� ������ ���� (X, T )� (Z, τ) ��� ������	
��� ������� (X, T )B������
��
�����
��� S �� � ����� ������ 
� (X, T )� f : X → Z ��� x ∈ X #�� ��� �� ��� c ∈ Z ����
���� ��� Uc� �� ���
����� ��
	��������� �� c� {x}∪f−1(Uc) ∈ S(x), 
� ������� ��
(S)�Limy→x f(y) "� ���� ����� (S)�Limy→x f(y) ��� �� � �
�	������ ��� ����

�� ���� ������� 
� ������ S������ �� f �� x� 
� �����
�� c = (S)�limy→x f(y).

�)



�������� ���	��������
 �� ��������� ���	�����

������� ��� ���	�� ���� (X, T ) �� ���������������� (Z, τ) .�	���
/ ���
f : X → Z� ��� ��������� ���������

� g = limy→x f(y)�

� g = (S)�limy→x f(y)�

  g ∈ (S0)�Limy→x f(y)�

! g = (S∞)�limy→x f(y)

�
� 
������ �� ��������

�< �
� �'	������� ��� ����� !� &� (X, T ) �� �
�� �	������ ��� (Z, τ) ������
���� ��� �<! �
� �'	��������

�����
�	 S �� �� Y������������� �
�� Y = {Y t
x}t∈T

x∈X � �� 
�������� ���
������
�	 �����
���

S	
Y :=

�

t∈T

St
Y , S


Y :=
⊔
t∈T

St
Y .

��� �� ���� �� ��1
��� ����� S0 � S � S	
Y � S


Y � S∞ 7���� �� ��1�

(S0)�Lim
z→x

f(z) ⊂ (S)�Lim
z→x

f(z) ⊂ (S	
Y )�Lim

z→x
f(z)

⊂ (S

Y )�Lim

z→x
f(z) ⊂ (S∞)�Lim

z→x
f(z).

/����
���� 
� S 
� Y������������� �� ��1� (S	
Y )�Limz→x f(z) = (S)�Limz→x f(z)

#�� �����
�� f : X → Z 
� ��
� �� �� Y���
� ���)�� S������	�	� 
� x ∈ X�

�

f(x) = (St
Y)�lim

y→x
f(y), ��� �� ����� ��� t ∈ T.

"�

f(x) = (S	
Y )�lim

y→x
f(y),

�� �
�� ��� ���� f 
� Y����)�� S������	�	� �� x� ��� $������ �� �
�� ��� ���� f

� S������	�	� �� x� 
�

f(x) = S�lim
y→x

f(y).

DSf �
�� ������ ��� ��� �� ��� x*� ��� ��
�� f(x) = S�limy→x f(y) ��
�� ���
�����
�� ��
�� �1�������� ��� ��� St

Y ��
�
�� ���� t ∈ T � ��� 
� �
������������

Y�1��� ������ S�����
����� ��� ��� x*�� 
� ������ (S ,Y)�
��	��
 &� DY
S f �� �����

������ ��� ��� �� Y���
��� S���������	��� �� f � 
�� ��� ��� �� ��� x ∈ X� ���
��
�� ����� ����	 �
�
��

(St
Y)�lim

z→x
f(z), t ∈ T,

��
�� �5
��� ��� ��
��
�� �
?�����

��



����� ����	�
�

������� ������	�� ���� S �� ����
����(Z, τ) �� .�	���
/ ��� ���� f :X→Z�
����

� (S)�limy→x f(y) = g ������� ���� (St
Y)�limz→x f(y) = g� ��
 ��� t ∈ T�

� DY
S f ⊂ DSf�

3 � � � � #� ���1� �� ���� ���� ��� ���� �����
1
�� ���� 
� ��� ��
-������ �� g
�� (St

Y)��
�
� �� f �� x @������ �������� ���� ��� ���� t̄ ∈ T ��� ���� ḡ �=
g := (S)�limy→x f(y)� f

−1(Uḡ) ∈ S t̄
Y(x)� ��� ���� τ ����� Uḡ �����
�
�	 ḡ &� ���

�����
��� f−1(Ug) ∈ S t̄
Y(x) ��� ���� ���� Ug � g ;� ��� ������ ���� Ug ���

Uḡ ��� �
�6�
�� #��� f−1(Ug) ∩ f−1(Uḡ) = ∅� ��
�� �������
��� 3������� (

� ��� �
	�� �� ��� $����
�	 �������
��

������
�� � 
� � ����
	��������� �����-����� �� � �

	
����� 
 ��� +!,� +�!,�� ���	�� ���� (X, ρ) �� � ����
���� ���
� ���� ���
���� ��
 f : X → R� ��
 � ��
������ Y ��� ��
 � ���� ������ S ��� ���������
��������� �
� �����

� Y = {Y t
x}t∈T

x∈X �� 
��	��
�

� T � ��� ��� �� ������ �� ������

  S �� Y�
��
�������

! S �	����� ��� ����
������ �������� ���� � 
��	��
��� �	�
���� �� Y�

8 f �� (S ,Y)�
��	��
�

���� ��� ��� DY
S f �� �� ���� ���	��
�����

3 � � � � ��� T = {1, . . . , n} ��� �� ���
�� ���� 
� ��� ���� �� �� (S ,Y)���	����
�����
��� ��� ��� DY

S f 
� ������� �� ��� ��� �� ��
�� ��� �������
��� �
�
�� ���
��
��
�� �
?�����
��� �� ����� ��

A :=
{
x ∈ X : (S1

Y)�limz→x
f(z) = f(x) ���

(Sk
Y)�lim

z→x
f(z) < (Sk+1

Y )�lim
z→x

f(z), ��� k ∈ {1, . . . , n− 1}
}

��� ������� ���� A 
� ��� ����������� #�� ����� �� ����� ����
��� 
��-���
�
��
��� �-�
1�������� �����
1
�� ��������
��� �� T ∪ {f(x)}� ����� �� ������� ��
��� ���� ������ 2�� x ∈ A ��� a(x) :=

{
a1(x), . . . , ak(x), . . . , an−1(x)

}
�� ��

(n− 1)������ �� ���
���� ������� ���� ����

(Sk
Y)�lim

z→x
f(z) < ak(x) < (Sk+1

Y )�lim
z→x

f(z), ��� k ∈ {1, . . . , n− 1}.

��



�������� ���	��������
 �� ��������� ���	�����

&� ������
�
��� Aa :=
{
ξ ∈ A : a(ξ) = a

}
����� �� ����������� ��� �� ����� ���

a = {a1, . . . , an−1} ∈ Qn−1 ���

Sa
ξ := {ξ} ∪

(
Y 1
ξ ∩ f−1(−∞; a1)

)
∪

n−1⋃
k=2

(
Y k
ξ ∩ f−1(ak−1; ak)

)
∪
(
Y n
ξ ∩ f−1(an−1; +∞)

)
.

"� 
� ���� �� 1��
�� ���� Sa
ξ ∈ S(ξ)� 
� ξ ∈ Aa� 
� ��� �
	�� �� �������
�� 3

&� �������
�� !� ����� 
� � ��	����
�� 	����
�� C =
{
C(x, y) : x, y ∈ X

}
�� Y

��� � �����
�� δ : x → (0,∞) ��� ��
��

Sx ∩ Sy ∩ C(x, y) �= ∅, �:�


� ρ(x, y) < min
{
δ(x), δ(y)

}
 ;
����� ���� �� 	������
��� δ ��� �� �������

�� ��1� ���� ���
���� 1����� #���� 
� ��� 
��	� �� Aa� �����	� ��� �����
�� δ�
����� �5
��� δ0 ∈ Q� ���� ���� Aa(δ0) :=

{
z ∈ Aa : δ(z) = δ0

}
��
�� �� �� �����

������� 7����� ��� ��� ������ x� y ∈ Aa(δ0) ⊂ Aa� �� ���� ρ(x, y) < δ0� �� Aa�
��
�	 �� ����������� ������ �� � ������ ��������� ������ �����
�� � ���������
�
�� ��
�� �� 
����� &�� Sa

x ∩ Sa
y ∩ C(x, y) = ∅� �� 1 #�
� �������
��� �:�� ���

���� !� ��� ��� ����� 
� �������� �

"� S 
� �
������� 
� R� ��� �
�
�� ������
�	 �� S− ��� S+ ��� ������ 	������
��
S�������� ��� ���� ��� ��� �
	�� ���� �������
1��� #���� ��� ������
�	 �����
�� 
�
��	
�
����

(S) � lim
y→x+

f(y) = (S+) � lim
y→x

f(y), S � lim
y→x− f(y) = (S−) � lim

y→x
f(y).

#�� ���
�� �� Y∞�1��� ���� S�����
��
�� 
� ��� ���� �� �
����
�� n = 1 
�
������� �� ��� ���
�� �� 	������
�� S������	��� ����� �� 
����� �������
1����

#�� ��������
�	 ����
�����
��� ����� �� ����
�
�� Y� ��$��� 
� .5����� '

��������� 	� &�� ��
 f : R → R ��� S ∈ S(R, Tnat)� ��� ���	������� �� ���

����� ����
�� ����� ���� DSf = D
Y�
S f �� �� ���� ���	��
�����

������ 	� 2�� f : Rn → R� n > 1� ��� �������
��� �� ��� ���1� �������
�� ��� 	�������� ��� ���������
�
�� �� DSf 

������ �8� ��� �� ����
��� S◦
I � ��� ����� ������ 
� R2 
� ��
�� S ∈ S(x)

���� 
� x ∈ S 
� �� 
���� ����
�� ��
�� �� ��� ��� 
��������
��� �� S �
�� �
���
����
�	 �����	� x 0����1��� ��� A ⊂ R2 �� �� ����������� ��� ��1
�	 �5�����
��� ��
��� 
������� �
�� �1��� �
�� 
� ��� ����� +=, "� 
� ��� �
A���� �� ���
���� ��� S◦

I ��� ��� �����
�� χA� ��� ����
�
��� �� #������ ! ��� ���$����� ��
��
DS◦

IχA = A 
� �����������

� 



����� ����	�
�

�  ���������

��� λ ����� ��� �����	�� ������� 
� Rn� A �� λ����������� ������ �� Rn

�A ∈ L� ;� ��� ���� x ∈ Rn 
� � ������	� ������� ����� �� A� 
� �����
��
x ∈ ΦL(A) ��� +�,� +:,� +��,�� 
�

lim
h→0

λ ((A− x) ∩ [−h;h]n)

2nhn
= 1.

��� ω↑ω ������ ��� �������
�� �� ��� 
������
�	 ��-������ �� ���
�
1� 
���	����
ls < ��� ����� �
�
� �� ��-����� �� ����� ��� N < ��� 
���� �� �����	�� ���� ����

� Rn

������ 
 �+�,�� 2�� A ∈ L� ��� ������
�	 ����
�
��� ��� �-�
1�����

� x ∈ ΦL(A)�
� ∀{nk} ∈ ω↑ω ∃{kp} ∈ ω↑ω lsp∈ω

(
[−1; 1]n \ nkp

(A− x)
)
∈ N

#�� ����� ���� 9
��% ������� �� ��������
� ���1��	���� #�
� �����1��
��

� ��� �� ;
��%�C��
� ��� 
� ��� �����
����
���� ���� ��� ��� �� ��� �������
�� I�����
�� ��
��� ���� ����
����� 
� Rn ��� +�,� +��,� +�!,� ;� ��� ���� x ∈ Rn


� �� I�������� ����� �� A ∈ B �
�� ������ �� Rn �
�� &�
�� ���������� 
� �����
��
x ∈ ΦI(A)� ���1
��� ����

∀
{nk}∈ω↑ω

∃
{kp}∈ω↑ω

ls
p∈ω

(
[−1; 1]n \ nkp

(A− x)
)
∈ I,

����� ���� ���������� I 
� �� 
���� �� ���	�� ������� �� Rn

������� �	 ��� +��,� +�,�� 0��
���
� ΦL ��� ΦI ������� ����	
���� �	��
���� �� Rn ��� ���� ���� 1��
� �
���
�� �� Rn ���� ����
 ���� �� ������	� ����
���� ������ ��� �� I�������� ������� 
����������� �
� ����
 ������� ���
���
� ��
(L,N ) ��� �� (B, I)� 
�����������
������� �
� ��� SL(x) :=

{
S ∈ Rn : x ∈ S ��� x ∈ ΦL(S∗) ��
 ���� S∗�

L�)�
��� �� S
}

��� SI(x) :=
{
S ∈ Rn : x ∈ S ��� x ∈ ΦI(S∗) ��
 ���� S∗�

B�)�
��� �� S
}
� ��� ��������� SL :=

{
SL(x) : x ∈ Rn

}
��� SI := {SI(x) :

x ∈ Rn} �
� ����
��� ���� ������� �� (Rn, Tnat)�
������ �� @����� SL	SI 
� ��� $����
�	 
� (Rn, Tnat)� ��
�� 
� � �����-�����
�� ��� �5
������ �� � ������	�� ����	�� ���� ��� 
� Rn

	
����� � ��� + ,� +�!,�� 1��� ���� ������� SL ��� SI �	���� ��
��� ����
�
������ �������� ���� C� !2 ����� 33" �� ��� #�� $ ���
� �� Rn�

3 � � � � 2�� ��� ���� �� �������� �� �
�� ���1� � �
���� ���� ���� �� ������ ��

� ��� �
	�� �� @"/�C��� �� ��� ε > 0 �� �
�� ��$�� � �����
��

δε :
⋃

z∈Rn

(
{z} × SL(z)

)
→ (0;∞), δε : (z, Sz) �→ δz,εSz

,

�!



�������� ���	��������
 �� ��������� ���	�����

�� ���� ��� ��� x, y ∈ Rn ��� Sx ∈ SL(x)� Sy ∈ SL(y)� ��� 
��������
�� Sx ∩ Sy ∩
C�(x, y) 
� �� ����� �� ������� (1− ε)λ

(
C�(x, y)

)

�

‖y − x‖ < min
{
δx,εSx

, δy,εSy

}
. �=�

��� �� ���� ���� ����
���
�	 ���� ��� ���� yj � xj � ��� ��� j � n� �
�� ��� �?���
��� 	������
�� �� ��� ������ ��� �� $5 ε > 0� z ∈ Rn� Sz ∈ SL(z) ��� S∗

z ∈ L
���� ���� z ∈ S∗

z ⊂ Sz ��� z ∈ ΦL(S∗
z ) &� ��$�
�
�� ��� ε̄ > 0� ����� �5
���

� ���
�
1� η(ε̄, z, S∗
z )� ���� ����

λ
(
(z − η; z + η)n ∩ S∗

z

)
> (2η)n (1− ε̄), �(�


� 0 < η < η(ε̄, z, S∗
z ) 3��

δz,εSz
:= η
( ε

2n+1
, z, S∗

z

)
�'�

��� ������ ���� δ̄ := ‖y − x‖ < min
{
δx,εSx

, δy,εSy

}
 ;� ��1�

δ̄n � λ
(
C�(x, y)

)
� 2n−1δ̄n. ��)�

��� B :=×n
j=1

[
yj − δ̄; yj + δ̄

]
 >�1
������ C�(x, y) ⊂ B &� �(� �� ��1�

λ(S∗
y ∩B) �

(
1− ε

2n+1

)
(2δ̄)n.

#���������

λ(S∗
y ∩ C�(x, y))

λ(C�(x, y))
�

λ(S∗
y ∩ B)− (λ(B)− λ(C�(x, y)))

λ(C�(x, y))

� 1 +

(
1− ε

2n+1

)
(2δ̄)n − (2δ̄)n

λ(C�(x, y))

= 1− εδ̄n

2λ(C�(x, y))

� 1− ε

2
,

��� ���� 
��-���
�� ��
�	 � �����-����� �� ��)� &� ��� �
�
��� ��	����� ��
����� ���1� ���� λ

(
S∗
x ∩ C�(x, y)

)
>
(
1− ε

2

)
λ
(
C�(x, y)

)


/���	��� ���� 
� �� 
����
��� �����-����� �� +� � #������  , ��� ��� 4���
�� ��	�  �� +� , ����
�� �� Rn "������ ��� ���������
%��
�� �� �� I��
�����
��
��
�� 
� R ���� �� D � % � � � � � +��,� ��� �� ��1
��� n��
����
���� �����	���
�� +�!, �

��������� 
� 4������ SI ��� SL �� (Rn, Tnat) �
� Y������������� ���

����
���� ��	�� �� ����
�� 5� ���� �
� Y��
��
�������

�8



����� ����	�
�

��������� �� 4������ SI ��� SL �� (Rn, Tnat) ������� ��� ��������� �� ����

�
�� 6 !���� Y� ��� C�"� ���� ��� ��� �� ������ �� ��
��� SL���������	��� �� ��
SL�
��	��
 �	����� �� Rn� �� ���� �� ��� ��� �� ������ �� ��
��� SI���������	���
�� �� SI�
��	��
 �	����� �� Rn �
� �� ���� ���	��
�����

��������� �� 4������ SI ��� SL ������
�� �� R �	���� ��� ���	�������
�� ����
�� ! !���� Y� ��� C�"� �� ����� .���� �� ��
����
�  � ��� ���� DSIf
��� DSLf ��
 ��� �	������ SI�
��	��
 ��� SL�
��	��
� 
����������� �
� �� ����
���	��
�����
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