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������� ������ ��
 ���� ���� ��� 
����������� ������� 7�� �������
 ������� ��
����  ��
 �	 ���	��� ������� �� ���� ������ ���� 
����
� ���� ����� ���(
����� �	 �������� .�������������� �� ����
 �� ������ ���� ��� 	������� �� �����
�	 ���� �� �� � �� �����/������� ������ �� � ���� ��������� 	��� ��� �����
�	 ���� �	 	������� ������� :�� ���� ������� �� 
��
�
 �� ��� ��� ����������

������
 �� $%3& ����� � ������ ��
���������

#�������� ��� �� ����� ���� ����� ���� ������ ���� ������� ������
��
 �� $%;&�
�� ��� ������� �� ��� ��
������ �������� ���� ����� ��� ���
 �� �������� �	 ����(
���� ������
� ����� ������� ���� 
�<�������������� ���� ���� �	 '���� ��
 ��(
����������� ������ $0&=$%6&� $%4&� $%2&�� ��� ������� �	 �� ��� ���� �� 	���
 �� 
�(
����� �	 	�������� >���� ����� ���� ���
��� �� 7������ - 	��� $%6&! �	 D
�� � �������� ��
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��
 g : [0, 1] −→ [0, 1] �� � ���������� ��������� ���� ���� ����� �� � 	������
f : [0, 1] −→ [0, 1] ������������ ��?����� �� g ��� ���� ��� ���� ������ ���� ���(
��� 
���������� �� ��� ��
����� {x0, x1, x2, . . .} �� �
������ �� ���� 
��������

�� ��� ��
�����

{
f0(x0), f

1(x0), f
2(x0), . . .

}
�

0;



�� ������������� �� �
������� ������ � ������ ������� �����

�� ��� �!��"���#

@� ���� ��� ������ ����
��
 ��������� ��
 
���������� �� ���������� �� ���
������� R ��
 N �� 
����� ��� ���� �	 ��� ���� ������� ��
 �������� ���������
������������

7�� ��
������� �	 � ��� A ���� �� 
�����
 �� #(A)�
�� ��� ����� �� ���� ����
�� ���� 	������� 
����
 �� ��� ����
 ���� ��������

����� 7�� ������ C(f) �D(f)� ����
� 	�� ��� ��� �	 ��� ��������� �
������������
������ �	 � 	������ f� '� Γ(f) ��
 f � A �� 
����� � ����� �	 � 	������ f
��
 � ���������� �	 � 	������ f �� � ��� A� ������������ � ��� �	 ��� �/�
 ������
�	 � 	������ f ���� �� 
�����
 �� Fix(f)�

9�� f, g �� ���� 	������� 
����
 �� [0, 1]� '� ρuc �� 
����� � ����� �	 ���	���
��������� 
����
 �� ρuc(f, g) = supx∈[0,1] |f(x)−g(x)|� 7�� ������ Bρuc

(f, ε)
���� 
����� �� ���� ���� �� ��� ����� ρuc ���� � ����� �� f ��
 ���� � ��
���
ε > 0�

�	 F �� � �/�
 ���� �	 	������� ��
 f ∈ F � ���� ��� ������ RF (f) ���� ����

	�� ��� 	����� �	 ��� ����� �	 	������� 	��� F ��������� f�

9�� f : [0, 1] → [0, 1]� 7���� �� 
���� f0(x) = x ��
 f i(x) = f
(
f i−1(x)

)
	�� ��� i ∈ N�

�	 A �� � ������ �	 ��� 
����� �	 f : X → Y ��
 B ⊂ Y� �� ���� ��� ����
� ��� A f (����� � ��� B �
�����
 �� A→

f
B� �	 B ⊂ f(A)�

>��� �� ���� ����� � 
�������� �	 ������� �� ��� ����� �	 '����()��������
�� ��� �� 	��������
 	�� ����� ������ 1������� 
�� �� ��� ���� �	 ���� ��(
���� �� ���� ������� ����� 
��������� ��� ���� �� 
��������� ������
 ���� ������
������� ������ �� ��� ��� �	 	������� ������� ��� ���� �������� ���� �����	�

9�� f : [0, 1] → [0, 1]� ε > 0 ��
 n ∈ N� � ��� M ⊂ [0, 1] �� (n, ε)(��������

�	 	�� ��� x, y ∈M � x �= y ����� �� 0 ≤ i < n ��� ���� |f i(x)− f i(y)| > ε�

9��
��/���[n, ε] = max

{
#(M ) :M ⊂ [0, 1] �� (n, ε)(��������
 ���

}
.

7�� ���������� ������� �	 ��� 	������ f �� ��� ������

h(f) = lim
ε→0

lim sup
n→∞

[
1

n
log

(
��/���[n, ε]

)]
.

$� �����% �����&' &����#

:�������� $44&� �� ���� �����
�� � ������ �	 � ������ ������� ������
9�� f : [0, 1] → [0, 1]� �� f (���
�� Bf �� � ���� (F, J) ��������� �	 � 	�����

F �	 �������� 
��?���� ��������������� ��������� �� [0, 1] ��
 � ������
 ���
J ⊂ [0, 1] ����� �	 ���
��� ��� ���� A →

f
J 	�� ��� A ∈ F� #�������� �	 ��
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��������� ������ ���� A ⊂ J 	�� ��� A ∈ F ���� ��� �� f (���
�� ����
�� ����
 �� f (���
�� ���� 
��������� ����� '� ��� ��
������� �	 f (���
��
Bf = (F, J) �
�����
 �� #(Bf )�� �� ���� ���� ��� ��
������� �	 ��� 	����� F�

9�� ε > 0� n ∈ N ��
 Bf = (F, J) �� �� f (���
��� � ��� M ⊂ ⋃F
�� (Bf , n, ε)(��������
 �	� 	�� ��� x, y ∈ M � x �= y� ����� �� 0 ≤ i < n ���
���� f i(x), f i(y) ∈ J ��
 |f i(x)− f i(y)| > ε�

9��

��/���[Bf , n, ε] = max
{
#(M ) :M ⊂ [0, 1] �� (Bf , n, ε)(��������
 ���

}
.

7�� ������� �	 ��� f (���
�� Bf �� ��� ������

h(Bf ) = lim
ε→0

lim sup
n→∞

[
1

n
log

(
��/���[Bf , n, ε]

)]
.

:�� ��� ������� �	 ���� ������ ��� 	�������� ����� ���� �� ���� ���	���

����� � � $44&�� ��� f : [0, 1] → [0, 1] �� �� ��������	 
������ ��� Bf ��

�� f ������� ���� ��������� ����� ����� h(Bf ) ≥ log
(
#(Bf )

)
�������� Bf ��

������ ��� h(Bf ) = +∞ �������� Bf �� ��������

9�� �� ��� �����
�� � ������ �	 
��������� ������ �� 
�������� � ������ �	
� ������ ������� ������

@� ���� ��� ���� � ������� �	 f (���
��� Bkf =(Fk, Jk) �������� �� � �����
x0 �������� Bkf −→

k→∞
x0�� �	 	�� ��� ε > 0 ����� �/���� k0 ∈ N ��� ����

⋃Fk ⊂
(x0 − ε, x0 + ε) ��


(
f(x0)− ε, f(x0) + ε

) ∩ Jk �= ∅ 	�� ��� k ≥ k0�
A������

Ef (x) =

{
lim sup
n→∞

h(Bnf ) : B
n
f −→
n→∞ x

}
,

�� ������ � �����	������ Ef : [0, 1] � R ∪ {+∞}�
9�� �� ����� �� ��������� ������

����� � �$44&�� �
 f : [0, 1] → [0, 1] ��� x ∈ [0, 1]� ���� maxEf (x) ≤ h(f)�

@� ��� ���� � ����� x0 ∈ [0, 1] �� � ������ ������� ����� �	 f �	 x0 ∈ Fix(f)
��
 h(f) ∈ Ef (x0)� 7�� 	����� �	 ��� 	������� f : [0, 1] → [0, 1] ������ � ������
������� ����� ���� �� 
�����
 �� Es([0, 1])�

�� ��
�� �� ������	� 	������ ���������� ��� �� �����
�� ��� 	�������� �������!
EC
s (f) = ��� ��� �	 ��� ������ ������� ������ �	 � 	������ f ���� ��� ��� ����(

����� ������B
ED
s (f) = ��� ��� �	 ��� ������ ������� ������ �	 � 	������ f ���� ��� ��� 
����(

������� �������
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:����� 	�������� $%3&� �� ���� �����
�� ������� ���� �	 	������� ����� 
��(
������ �� ����
 �� ��� ������� �	 �� �
(���� H(���?����� ��
 (H, {dn}n∈N)(����
������ ����������� 9�� H ⊂ [0, 1] �� �� �
(���� ����� H �� ���� ��
 
���� �� [0, 1]�
� ������� {dn}n∈N �	 
������ ������ ��� ���� {dn : n ∈ N} �� � 
���� ���(
��� �	 H �� ����
 �� H(���?������ � ��	� ���� ������ ���� �� x ∈ (0, 1] ����

�� H(���?����� {dn}n∈N = d̄ �
�����
 �� Pl(x, d̄)� �� � ������� {tn}n∈N ���
���� t1 �� ��� ���� ������� �	 ��� ������� d̄ ��������� �� (0, x) ��
 tk+1 �� ���
���� ������� �	 ��� ������� d̄ ��������� �� (tk, x)� 	�� k ∈ N� .��������� �� 
����
� ����� ���� ������ ���� �� x ∈ [0, 1) ����
 �� H(���?����� {dn}n∈N = d̄ 
�����

�� Pr(x, d̄) ���� $%2&� $%3& 	�� 
�������� @� ��� ���� � 	������ f : [0, 1] → R ��
���� ������ ��������� 	��� ��� ��	� ������� �� � ����� x ∈ (0, 1] (x ∈ [0, 1)) ����
������ �� ��� H(���?����� d̄� �	

lim
t→x

t∈Pl(x,d̄)

f(t) = f(x)

⎛
⎝ lim

t→x
t∈Pr(x,d̄)

f(t) = f(x)

⎞
⎠.

9�� H �� � �/�
 �
(��� ��
 d̄ �� � �/�
 H(���?������ � 	����� �	 ��� 	�������
f : [0, 1] → R ��� ���� f �� ���� ������ ��������� ���� ������ �� d̄ 	��� ��� ��	�
��
 ����� �� ��� ����� x ∈ H� ���� ������ ��������� 	��� ��� ��	� ���� ������
�� d̄ �� ����� ��
 �	 ��� �������� �	 H� ��
 ���� ������ ��������� 	��� ���
����� ���� ������ �� d̄ �� ��	� ��
 �	 ��� �������� �	 H ���� �� 
�����
 ��
FRC(H, d̄)�

@� ��� ���� ��� 	������ f �� H(������
 ���� ������ �� H(���?�����
d̄ = {dn}n∈N �	 f ∈ FRC(H, d̄)� ��
 	�� ��� x ∈ [0, 1] \ H ��
 ��� ε > 0�
����� �/���� δ ∈ (0, ε) ��� ���� ��� 	�������� ��
�����

	�� ��� �������� I �	 ��� ��� H �	 I ∩ (x− δ, x+ δ) �= ∅, �%�

����

f
({dn : n = 1, 2, . . .} ∩ I ∩ (x− δ, x+ δ)

) ∩ (
f(x)− ε, f(x) + ε

) �= ∅
�� 	������
�
�	 �

��������� {dn}n∈N ⊂ C(f)� ���� f �� ����
 HC(������
 ���� ������ �� d̄�

7�� ������ ConnC �ConnC([0, 1])� ���� 
����� ��� 	����� �	 ��� 	�������
f : [0, 1] → R �f : [0, 1] → [0, 1]� ��� ���� ����� �/��� �� �
(��� H(f) ��

�� H(f)(���?����� {dn}n∈N ��� ���� f �� H(f)C(������
 ���� ������
�� {dn}n∈N�

9�� �� �����
 ��� ��������� 	��� ������
 ���� ��� ����
���
 	�����
ConnC �

�>�����	 ��� ��������	 �������� 
��� 3��	� ������ ����	4 ����� 
��� ��	� ����� �� �+,2"
�+.2" �+:2�

;%



��� �������	�
����  ������� �� ������

����� � �$%3&�� �
 f ∈ ConnC ���� f ��� � �������� ������

����� �� �
 f ∈ ConnC([0, 1]) ���� Fix(f) �= ∅�
A � � � 	� '� 9���� 2� ��� 	������ f ��� � ������
 ������ .������ ����
Fix(f) = ∅� 7���� ��� ����� �	 f �� � ����� �	 ��������
 ���� A0 =

{
(x, f(x)) ∈

[0, 1]× [0, 1] : f(x) > x
} �= ∅ ��
 A1 =

{
(x, f(x)) ∈ [0, 1]× [0, 1] : f(x) < x

} �= ∅�
���� �����
��� ��� 	�� ���� ��� ����� �	 f �� ������
� 7���� Fix(f) �= ∅� �

9�� H ⊂ [0, 1] �� �� �
(��� ��
 f : [0, 1] → R �� �� HC(������
 	������
���� ������ �� H(���?����� d̄ = {dn}n∈N� @� ���� ����C� ������� � ����������
�	 � ���� R ��������� �	H(������
 	������� ���� ������ �� d̄ ��� ���� f ∈ R
���� $%3& 	�� 
��������

�	 H=[0, 1] ���� ��� R=FRC(H, d̄)� ������ ��� ���� H �=[0, 1]� :�/ � �����
x ∈ [0, 1]\H ��
 � �������� ������� n� D����� � ������ δx(n) ∈

(
0, 1

n

)
��� ����

	�� ��� �������� I �	 ��� ��� H �	 I ∩ (
x− δx(n), x+ δx(n)

) �= ∅, �4�

����

f
(
{dn : n = 1, 2, . . .} ∩ I∩(x− δx(n), x+ δx(n)

)) ∩
(
f(x)− 1

n
, f(x) +

1

n

)
�= ∅.

:��� ��� �������� I �	 ��� ��� H ������ �������� ����������� ���� ���
��������

(
x− δx(n), x+ δx(n)

)
����� ��� ����� yIx,n ∈ {dn : n = 1, 2, . . .} ∩ I ∩(

x− δx(n), x+ δx(n)) ��� ���� f(yIx,n) ∈
(
f(x)− 1

n , f(x) +
1
n

)
� 9�� �� 
�����

�� D(x, n) ��� ��� �	 ��� ����� ������ yIx,n� �� ��� ���� ���� �� 
���� ��� ����
D(x, n) 	�� ��� ���� (x, n) ∈ (

[0, 1] \H)× N�
9�� R �� � 	����� �	 ��� 	������� g : [0, 1] → R 	�������� ��� 	�������� ��
�(

�����!

%�% g ∈ FRC(H, d̄)B

%�4 	�� ��� x ∈ [0, 1]\H ��
 	�� ��� ε > 0 ����� �/���� n(g, x, ε) ∈ N ��� ����
	�� ��� ������� n ≥ n(g, x, ε) �� ���� g

(
D(x, n)

) ⊂ (
g(x)− ε, g(x) + ε

)
�

�� �� ���� �� ���� ���� ��� 	����� R �� � �������
 �����
:�� �/�
 �
(��� H� H(���?����� d̄ ��
 H(������
 	������ f ���� ������

�� d̄� ��� ������ �f (H, d̄) ���� ����
 	�� ��� 	����� �	 ��� ����� ��������
 �� ���
�	 ��� �����
 
������
 ������

+� �"�� ��#� �

>���� ���� 	�� ��� ���� R ∈ �f (H, d̄) �� �� ����
�� � ������� R′ ��(
������� �	 ��� 	������� 	��� R ���� ��� ��������� �� ��� ����� �	 d̄� E���(
������ f ������� �� ��� � �������� � 	����� �	 ��� ��� �������� ���� �� 
�����

�� �C

f (H, d̄)�

;4



�� ������������� �� �
������� ������ � ������ ������� �����

�	 �� ���� � 	������ η : [0, 1] −→ [0, 1] ��
 �� ���� ��� V ⊂ [0, 1]× [0, 1] ��(
������� Γ(η)� �� �� 
���� ������ $4%&� � ��� VΓ(η) :=

{
ζ ∈ ConnC : Γ(ζ) ⊂ V

}
�

7�� ��� VΓ(η) �� �� �����
�
 �� � ������ ������������
� �	 η�

����	�� �� ��� f ∈ ConnC([0, 1]) ��� x0 ∈ Fix(f)� �� ��	 ��� ��� V
��������� ����� 
 f ��� ��	 ε > 0 ����� ����� � ���� R ∈ RConnC (f)� � ����

y0 ∈ (x0 − ε, x0 + ε) ��� 
������� ξ, ψ ∈ R ∩ VΓ(f) ∩ Bρuc
(f, ε) ���� ����

y0 ∈ ED
s (ξ) ∩ EC

s (ψ)�

A � � � 	� 9�� f ∈ ConnC
(
[0, 1]

)
��
 x0 ∈ Fix(f)� 7���� �/��� �� �
(��� H ��


�� H(���?����� q̄ ��� ���� f �� H(������
 ���� ������ �� q̄ ��
 q̄ ⊂ C(f)�
#�������� ��� V ⊂ [0, 1] × [0, 1] �� �� ��������� ���� ��� ��������� Γ(f) ��

ε > 0�

������ ���� x0 ∈ (0, 1) ���� ����	 �� ��� ��� x0 ∈ {0, 1} ���� �������������
D����� n0 ∈ N ��� ����[

x0 − 1

n0
, x0 +

1

n0

]
×
[
x0 − 1

n0
, x0 +

1

n0

]
⊂ V ��


1

n0
<
ε

2
. �2�

@� ���� ���� ���� ��� ���� 	��� ��� 	����� �C
f (H, q̄) 	����� ��� ������������

�	 ��� �������� .�� ��� R ∈ �C
f (H, q̄)� D����
�� ��� ����!

%� x0 �∈ H�
�� ��� ���������� �	 ��� ����R� 	�� ��� ���� (x0, n0)� � ������ δx0

(n0) ∈
(
0, 1

n0

)
���� ��� 	�������� ���������� ��� ���� �����!
	�� ��� �������� I �	 ��� ��� H ��� ���� I ∩ (

x0 − δx0
(n0), x0 + δx0

(n0)
) �= ∅

�� ����

f
({qk : k = 1, 2, . . .} ∩ I ∩ (x0 − δx0

(n0), x0 + δx0
(n0))

)
∩ (

f(x0)− 1

n0
, f(x0) +

1

n0

) �= ∅.
.�� ��� �� �/ � �������� I �	 ��� ��� H ��� ���� I ∩ (x0, x0+ δx0

(n0)) �= ∅�
9�� a, b 
����� ��� ��	� ��
 ��� ����� ��
 �	 I� ������������ ���
��� �� ���
���������� �	 R� 	�� ��� ���� (x0, n0) ��
 ��� �������� I� � ����� ���� ��
��� �� x̂� ��������� �� {qk : k = 1, 2, . . .} ∩ I ∩ (

x0, x0 + δx0
(n0)

)
��
 ��� ����

f(x̂) ∈ (
f(x0)− 1

n0
, f(x0) +

1
n0

)
=

(
x0 − 1

n0
, x0 +

1
n0

)
��� ���� ������ 9��

σ = min

{
f(x̂)− x0 +

1
n0

2
,
x0 +

1
n0

− f(x̂)

2

}
.

.��� x̂ �� � ��������� ����� �	 f� ����� �/���� � ������ δ > 0 ��� ����

[x̂− δ, x̂+ δ] ⊂ I ∩ (
x0, x0 + δx0

(n0)
)
��


f
(
[x̂− δ, x̂+ δ]

) ⊂ (
f(x̂)− σ, f(x̂) + σ

) ⊂ (
x0 − 1

n0
, x0 +

1

n0

)
. �*�

;2



��� �������	�
����  ������� �� ������

E��������� ����� �/���� � ����� y0 ∈ (x̂ − δ, x̂ + δ) \ {qn : n ∈ N}� #��������
����� �/���� � ������ δ1 > 0 ��� ����

[y0 − δ1, y0 + δ1] ⊂ (x̂− δ, x̂+ δ)

��
 �����������

f
(
[y0 − δ1, y0 + δ1]

) ⊂ (
x0 − 1

n0
, x0 +

1

n0

)
. �-�

:�/ ������ y ∈ (y0−δ1, y0)\{qn : n ∈ N} ��
 z ∈ (
y0+

δ1
2
, y0+δ1

)\{qn : n ∈ N}�
'� �-�� �� ���� f(y), f(z) ∈ (

x0 − 1
n0
, x0 +

1
n0

)
�

>��� �� ���� ������� � 	������ ξ�
9�� {sk}k∈N �� � ����� ���� ������ ���� �� y0 ����
 �� H(���?����� q̄� @���(

��� ���� �	 ����������� �� �� ������ ���� {sk} ⊂ (
y0, y0+

δ1
2

)
� )���� ��� 	������

ξ : [0, 1] → [0, 1] �� 	������! ξ(y0) = y0� ξ(x) = f(x) 	�� x ∈ [0, y]∪[z, 1]B ξ(x) = y0
	�� x = sk �k ≥ 1�B ξ ��������� �� (y0, s1] ��
 ��� ���� ξ

(
[sk+1, sk]

)
=

[y0 − δ1, y0 + δ1] �k ≥ 1�� ξ ������ �� [y, y0] ��
 �� [s1, z]�
@� ���� ���� ���� ξ ∈ R� ����� �� 	����� ��
������ %�% ��
 %�4 ��
 q̄ ⊂ C(ξ)�

D��
����� %�% ��
 ��� 	�� ���� q̄ ⊂ C(ξ) ��� ������ �����
D��
����� %�4! 9�� ε1 > 0� :�� x ∈ (

[0, 1] \ H) \ {a, b} �� ���� ξ(x) = f(x)
��
 �� �� ����� n(ξ, x, ε1)� ��� ����(

x− δx
(
n(ξ, x, ε1)

)
, x+ δx

(
n(ξ, x, ε1)

)) ∩ I = ∅.
7��� ξ ��
 f ����
� �� ��� ������ �	 ��� ���� D(x, n)� 	�� n ≥ n(ξ, x, ε1)� 7����
ξ
(
D(x, n)

) ⊂ (
ξ(x)− ε1, ξ(x)+ ε1

)
� :�� x ∈ {a, b} �� ���� ���� ξ(x) = f(x) ��


��� �� ����� n(ξ, x, ε1)� ��� ����
(
x − δx(n(ξ, x, ε1)), x + δx(n(ξ, x, ε1))

) ∩
(y, z) = ∅� 7��� 	�� n ≥ n(ξ, x, ε1) 	������� ξ ��
 f ����
� �� ��� ������
�	 ��� ���� D(x, n)� 7���� ξ

(
D(x, n)

) ⊂ (
ξ(x)− ε1, ξ(x) + ε1

)
� ���� ��������

��� ����	 �	 D��
����� %�4�
.�� �� ���� ����� ���� ξ ∈ R�
@��� �� ����� �� �� ���� �� ����� ����

y0 ∈ Fix(ξ) ∩ D(ξ).

>��� �� ���� ���� ����
ξ ∈ Es

(
[0, 1]

)
.

A�� Fk =
{
[s2i, s2i−1] : i = k, k + 1, . . .

}
��
 Jk = [y0 − δ1, y0 + δ1]

	�� k = 1, 2, . . . 9�� Bk = (Fk, Jk)� k ∈ N�
:�/ k� E��������� Fk �� � 	����� �	 �������� 
��?���� ��������������� ������(

��� ��
 Jk �� � ������
 ���� :�� ����� i ∈ {k, k + 1, . . .} �� ����
Jk = ξ

(
[s2i, s2i−1]

)
� �� [s2i, s2i−1] →

ξ
Jk� #�������� �� �� ���� �� ��� ���� Bk

�� � ξ(���
�� ���� � 
��������� �����

;*



�� ������������� �� �
������� ������ � ������ ������� �����

@� ���� ����� ����

� ������� �	 ξ(���
��� {Bk}k∈N �� ��������� �� y0. �3�

.�� ��� η > 0 ��
 k0 ∈ N �� ��� ���� s2k0−1 ∈ (y0, y0 + η)� 7���� 	�� k ≥ k0�
�� ����

⋃
Fk ⊂ ⋃

Fk0 ⊂ (y0 − η, y0 + η) ��
 (ξ(y0) − η, ξ(y0) + η) ∩ Jk =
(y0 − η, y0 + η) ∩ [y0 − δ1, y0 + δ1] �= ∅� 7�� ����	 �	 �3� �� �������
�

'� 9���� %� �� ����
� ���� h(Bk) = +∞ 	�� ��� k ∈ N� .�� �� ����
maxEξ(y0) = +∞ ��
 9���� 4 ������� ���� h(ξ) = +∞� 7���� h(ξ) ∈ Eξ(y0)�
1���� ��
 	��� ��� 	�� ���� y0 ∈ Fix(ξ)� �� ������ ���� y0 �� � ������ �������
����� �	 ξ� �� ξ ∈ Es

(
[0, 1]

)
�

@� ���� ����
Γ(ξ) ⊂ V. �0�

��
��
� V ������� ��� ����� �	 f � ��
 ��� ����� �	 ξ 
�<��� 	��� ��� �����
�	 f ���� �� ��� �������� (y, z)� ���
��� �� ��� ������������ �� ����

(y, z) ⊂
[
x0 − 1

n0
, x0 +

1

n0

]
.

>���� ����

ξ((y0, s1)) = [y0 − δ1, y0 + δ1] ⊂
(
x0 − 1

n0
, x0 +

1

n0

)
.

#�������� ���
��� �� �-��

ξ(y), ξ(z) ∈
(
x0 − 1

n0
, x0 +

1

n0

)
, ξ(y0) = ξ(s1) = y0 ∈

(
x0 − 1

n0
, x0 +

1

n0

)
��
 ξ �� ������ �� [y, y0] ��
 �� [s1, z]� 7����

Γ
(
ξ � (y, z)

) ⊂ [
x0 − 1

n0
, x0 +

1

n0

]
×
[
x0 − 1

n0
, x0 +

1

n0

]
⊂ V.

1���� �� ������ �������� �0��

D������������
ξ ∈ VΓ(f).

>��� �� ���� ���� ����
ξ ∈ Bρuc

(f, ε). �;�

��
��
� �	 x ∈ [0, y] ∪ [z, 1]� ���� f(x) = ξ(x)� :�� x ∈ (y, z) �� ����
ξ(x) ∈ [

x0 − 1
n0
, x0 +

1
n0

]
� ��
 �� �-�� f(x) ∈ (

x0 − 1
n0
, x0 +

1
n0

)
� D������������

��� ���������� |f(x) − ξ(x)| < 2
n0

�� ���� 	�� x ∈ (y, z)� ��
 ��� ����	 �	 �;� ��
�������
�

.������F����
ξ ∈ R ∩ VΓ(f) ∩Bρuc

(f, ε) ��
 y0 ∈ ED
s (ξ).

>��� �� ���� ����� ���� ��� ���������� �	 ��� 	������ ψ : [0, 1] → [0, 1]�

;-



��� �������	�
����  ������� �� ������

:�� ��� n ∈ N ����� ������

y0 +
δ1

2n+1
= cn0 < cn1 < · · · < cn2n+1 < cn2n+1+1 = y0 +

δ1
2n
.

)���� ψ �� 	������! ψ(x) = f(x) 	�� x ∈ [0, y] ∪ [z, 1]B ψ(y0) = y0B
ψ ������ �� [y, y0]B 	�� ��� n ∈ N!

= ψ
([
y0 +

δ1
2n+1 , y0 +

δ1
2n

])
=

[
y0 +

δ1
2n+1 , y0 +

δ1
2n

]
�

= ψ(cn2i) = y0 +
δ1

2n+1 ��
 ψ(cn2i+1) = y0 +
δ1
2n 	�� i ∈ {0, 1, . . . , 2n}�

= ψ � [cn2i, cn2i+1] �� � ������ ��
 ��������� 	������� 	�� i ∈ {0, 1, . . . , 2n}�
= ψ � [cn2i−1, c

n
2i] �� � ������ ��
 
�������� 	������� 	�� i ∈ {1, . . . , 2n}B

= ψ �� ������ ��
[
y0 +

δ1
2 , z

]
�

�� �� ���� �� ����� ����
y0 ∈ Fix(ψ) ∩ C(ψ). �5�

D������� ψ ∈ R ���� ����	 �	 ���� 	�� �� ��������� �� ���� ������� ξ ∈ R��
>��� �� ���� ����

y0 ∈ EC
s (ψ). �%6�

��
��
� 	�� m ∈ N ��� Pm = (Km, Tm)� �����

Km =
{
[cm2i, c

m
2i+1] : i = 0, 1, . . . , 2m

}
��


Tm =

[
y0 +

δ1
2m+1

, y0 +
δ1
2m

]
.

�� �� ���� �� ���� ���� Pm �� � ψ(���
�� ���� � 
���������� ���� 	��m = 1, 2, . . .
��
 � ������� {Pm}m∈N �� ��������� �� y0�

'� 9���� % �� ����
� ���� lim supm→∞h(Pm) = +∞� .�� �� ����
h(ψ)=+∞� 7���� h(ψ) ∈ Eψ(y0)� 1���� ��
 �� �5�� �� ������ �%6��

>��� �� ���� ���� ����
Γ(ψ) ⊂ V. �%%�

��
��
� ��� ����� �	 ψ 
�<��� 	��� ��� ����� �	 f ���� �� ��� �������� (y, z)�
�� �� ���� �� ����� ����

(y, z) ⊂
[
x0 − 1

n0
, x0 +

1

n0

]

��


ψ

((
y0, y0 +

δ1
2

))
⊂
[
y0, y0 +

δ1
2

]
⊂

(
x0 − 1

n0
, x0 +

1

n0

)
.
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�� ������������� �� �
������� ������ � ������ ������� �����

#��������

ψ(y0) = y0 ∈
(
x0 − 1

n0
, x0 +

1

n0

)
,

���
��� �� �-��

ψ(y) ∈
(
x0 − 1

n0
, x0 +

1

n0

)
,

��
 ψ �� ������ �� [y, y0]�
:�����������

ψ(z) ∈
(
x0 − 1

n0
, x0 +

1

n0

)
��� �-���

ψ

(
y0 +

δ1
2

)
= y0 +

δ1
2

∈
(
x0 − 1

n0
, x0 +

1

n0

)
,

��
 ψ �� ������ ��
[
y0 +

δ1
2 , z

]
� 7����

Γ
(
ψ � (y, z)

) ⊂ [
x0 − 1

n0
, x0 +

1

n0

]
×
[
x0 − 1

n0
, x0 +

1

n0

]
⊂ V,

���� �������� ��� ����	 �	 �������� �%%��
D������������

ψ ∈ VΓ(f).

�� ������� �� ���� ����

ψ ∈ Bρuc
(f, ε). �%4�

G��
������ ψ(x) = f(x)� 	�� x ∈ [0, y] ∪ [z, 1]� :�� x ∈ (y, z) �� ����

ψ(x) ∈
[
x0 − 1

n0
, x0 +

1

n0

]
��
 �� �-�

f(x) ∈
(
x0 − 1

n0
, x0 +

1

n0

)
.

1���� 	�� x ∈ (y, z)� ��� 	�������� ���������� �� ���� |f(x)− ψ(x)| < 2
n0

��
 ��
������ ������ �%4��

.������F����

ψ ∈ R ∩ VΓ(f) ∩ Bρuc
(f, ε) ��
 y0 ∈ EC

s (ψ).

@� ��� ���� �� ��� ����
 ���!
4� x0 ∈ H�
9�� I ′ �� ��� � �������� �	 ��� ��� H ���� x0 ∈ I ′� 9�� a′, b′ 
����� ��� ��	�
��
 ��� ����� ��
 �	 I ′� ������������ .��� f �� ���� ������ ��������� 	��� ���
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��� �������	�
����  ������� �� ������

����� ���� ������ �� q̄ �� x0� ����� �/���� � ����� x̂′ ∈
(
x0, x0+

1
n0

)∩I ′ ���������
�� ����� ���� ������ ���� �� x0 ����
 �� q̄� ��� ����

f(x̂′) ∈
(
f(x0)− 1

n0
, f(x0) +

1

n0

)
=

(
x0 − 1

n0
, x0 +

1

n0

)
.

E��������� x̂′ �� �� ������� �	 H(���?����� q̄� �� �� �� � ��������� ����� �	 f�
7�� ���� �	 ��� ����	 ���� �� �� ��� ��� x0 �∈ H� �
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