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��	� �� ��	 �	��
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�� &� ��
��
�� �(�� �)�� ��(�� �� ����� ��� 
�� ���� 	��	 �	 �� 
������� �

��	�� 	��	 ����	�"�	�
�� 	�������
�� ��	���� �� �� �"����
� �� 
����� *�� 	��� ������� ���	��� �� 
�����
#� #��� 
������� ��	���� �� �
�
	���� �� � ����
�� �� 
�����

+�	��
�� 	�� 
��
��	 �� �� ��	���� �� � �
�
	��� �� ���&��� ��� 
�� ��	�
� 	��	
����	���� �� ��	���� �� � �
�
	��� �� ��

��� �	 � ������ ����	 �
�� ,���� (�-��
�� 	��� ������ #� #��� 
������� �� ��	���� �� � �
�
	��� �	 � ����	 #��
� 
�������
	� 	�� ��$��	���� 
��	����� �� ��� ��� ����� �� ���� �	 ��� ��	 &��� ��
���� #��
�
�
�
	���� ��"� ��	���� ����	� ������ �

� ����	� 	��	 �� ��	���� �� � �
�
	���
�	 	��� ����	 �� �%
�� 	� 	�� .���&��/ ��	���� �� � �
�
	����� 0�#�"��� 	���� ���
1��#� ���� ���
�	� ���#��� 	��	 � �
�
	��� #�	� � $��� ����	 
�� &� ������� 
��	��� �� ��2����	 #���� &� �
�
	���� ��"��� � .�
�	�&��/ ��	���� ����	 �	 	���
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���� ������� � ��	
��� �
 ������

����	� 5��	 �� 	���� ���������	���� #��� ����
��	�� #�	� �	���� ��	���� ����	�
��� ∞ ��	���� ����	� ����� ��3�� ������ �� 
��	���	 	� ���"��
� ������� �� 	��� ����
#� #��� 
������� ��� 	�� $��	 	��� �� ���������	��� �� � �
�
	��� &� �
�
	����
#�	� �� ��	���� �	 � ��"�� ����	 ��#�� �� ������ 	��� 	�� ��	���� �� 	�� ������
�
�
	����

+ 	����
�� �������� �� 	�� ���������	���� �������� �&�"� �#� #��� 
��
��	��	�
�� 	�� 	������� �� 	�� 
������ 
��"�����
�� ���#� 	��	� �� ���� 
����� � �
�
	���

�� &� ���������	�� �"�� &� �
�
	���� ���� �� ���� ��	 �� �
�
	���� ���
�
�
�
	��� .����� ����/ � �
�
	��� ��"��� ��$��	� ��	���� �	 � ��"�� ����	 ���� ���
	��� ������	� ���!��� +	 	�� ���� 	���� 6������	��� )�( ��� �� ��� ���#� 	��	 �

�
� ��	
�	��� 
����	 ��	�� ������� ����� ��� 
��	��
�
� �
�
	�����

�� 	��� ��	
�	���� �	 ������ 	� &� ��	����	��� 	� 
��&��� &�	� �������� ���
��7
�������� �� � �	�

	
�� �� ��	� �� �
�
	���� #��
� ���������	� � ��"�� �
�
	���
�� 	�� 
��	��	 �� � "��
� �� �� ��	���� �	 � ����	� 8����	
��	���� ��	 ��� 	��
%
��	���� 	��	 
�
�� &� ����� #�	� ��������� 	� 	��� ���
� ��� ������� ���#�����
0��
�� ���� ���� ���&���� #��� &� ����
�	���

����
���
	 	�� ������ 	�� 
����� 
��	 ��	��"�� #��� &� ����	�� &� I� 5����"���
#� #��� 
������� 	�� ��	
��� 	������� �� I� *��� ��# ��� �� �	 #��� ��	 &� �	�	��
�	���#���� #� #��� 
������� ���� 	�� �
�
	���� ���� I ��	� I� ��� ���&�� ρu #���
�	��� ��� 	�� ��	��
 �� 
������ 
��"�����
�� ��

ρu(f, g) = sup
{|f(x)− g(x)| : x ∈ I

}
��� �
�
	���� f ��� g� �� #� #��� #��	� �&�
	 � ���
� X �� �
�
	����� #� #���

������� 	�� ��	 X #�	� 	�� ��	��
 ρu� ��� ��	����� �
���
��� �� � ��	 A ⊂ X
�� 	�� ���
� (X, ρu) #��� &� ����	�� &� intX(A) �clX(A)�� 5����"��� Bu(g, r)
#��� ����	� �� ���� &��� #�	� � 
��	�� �	 g ��� � ����
� r > 0 �� �

� � ���
��
��� ���&�� card(A) #��� �	��� ��� 	�� 
��������	� �� � ��	 A� 9� exp(X) #� #���
����	� 	�� ��	 �� ��� �
&��	� �� X�

,�	 (X, ρ) &� � ��	��
 ���
�� :� ����� ��� 	��	 � ��	 U ⊂ X �� �������
�� � 	
��� g ∈ X �� ��� 
�� $�� �� ���� ��� (X, ρ)� ��	 V �

� 	��	 g ∈ V ⊂
clρ(U ) �#���� clρ(U ) ����	�� 	�� 
���
�� �� 	�� ��	 U �� (X, ρ)��

�� f �� � �
�
	��� 	��� 	�� ��	 �� ��� $��� ����	� �� f #��� &� ����	�� ��
Fix(f)� 5����"��� #� #��� #��	� Fixc(f) ��� 	�� ��	 �� ��� $��� ����	� �� f &����
�	� 
��	��
�	� ����	�� :� ����� ��� 	��	 � ��	 U ⊂ I �� �� f �����
���� ��� ��
f(U ) ⊂ U� 5����"��� 	�� ���	��
	��� �� f 	� 	�� ��	 U #��� &� ����	�� &� f � U�

�� �
� 
��������	����� #� #��� ��

� �� �
�
	���� #��
� ��� �����	 
��	��
�
�
�� 	�� ����� �� �	�������� ,�	 (X,TX) ��� (Y, TY ) &� 	�������
�� ���
��� :� �����
��� 	��	 f : X → Y �� ���
�� �
�����
�� �� ��� ����� 
� ��������� �� ��� �"���
���� ��	 U ⊂ X × Y 
��	������ 	�� ����� �� 	�� �
�
	��� f� 	�� ��	 U 
��	����
� ����� �� � 
��	��
�
� �
�
	��� g : X → Y� ��� ������ �� ��� �����	 
��	��
�
�
�� 	�� ����� �� �	������ �
�
	���� f : I → I #��� &� ����	�� &� A�
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����	� ���������	 ��������	

+� ��	���� �� � �
�
	��� #��� ���� ���� �� �����	��	 ���� �� �
� 
��������	�����
;�#� #� ����	�� ��
��� ��$��	��� �� � 	�������
�� ��	���� �#� #��� ����
��	� 	���
��$��	��� ��� �
�
	���� 
��������� �� 	��� ������ ����� �
�
	���� ������� I ��	�
�	������ �	 �� #��	� ������ 	��	 	��� ��$��	��� ��"�� $��	 ��� 
��	��
�
� �
�
	���
&� <� 9 � # � � �4� ��� =� > � � � & 
 � � ��� #�� ��	����� 	� �� ��&�	���� �
�
	���
&� ? � 1 � � " @ �!��

+ �
	
�
����� ���

	� 
� � ������
� f �� 	�� �
�&��

h(f) = lim
ε→0

lim sup
n→∞

[
1

n
log

(
sn(ε)

)]
,

#����
sn(ε) = max

{
card(M ) : M ⊂ I �� (n, ε) ������	�� ��	

}
��� � ��	 M ⊂ I �� (n, ε) ��	�
���� ��� ε > 0 ��� n ∈ N ��� ��� ��
� x, y ∈ M �
x �= y� 	���� �� 0 � i < n �

� 	��	 |f i(x)− f i(y)| > ε�

+� �� ���� #� ����� ��� 	��	 f : [a, b] → [c, d] �� 	�������� �����
 �	��������
�
�
�
��� �� 	���� ����	� � $��	� ���	�	��� �� ��	��"�� [a, b] ��	� 
����� �
&�� 
	��"��� {Pi}ni=1 �

� 	��	� ��� ��� i ∈ {1, . . . , n}� 	�� �
�
	��� f � Pi �� ������
�����	�����

,�	 f &� � 
��	��
�
� ��� ���
�#��� ����	���� :� ����� ��� 	��	 f ��� � �
��
����� ��
	 s �� �� ��
� �� �	� ���
�� �� ����	���
�	� �	 �� �A�� #�	� 	�� �����

��A
���	 �� �&���
	� "��
� s ���� �����

��� �����#��� ����� �� � ����$�� ���� �� B�������� -�)��) �� ����

����� ���� ��� P �� � �
��������
��� ��
��� ����
��� ��� f : P → P �� � �
��
����
�� 	�������� �����
 ������
� ���� �
������ ��
	 ����� �
 s� ����� h(f) =
max{0, log s}� �

:� ��� 	��� ��
	��� #�	� � ������ �����1 #��
� #��� &� 
���
� �� 	�� ���	
���	 �� 	�� ������

������ ��	� �� P ⊂ I �� � ��� ��������	� 
����� ��	��"�� 	��� 	�� ������ FP

�� ��� �����	 
��	��
�
� �
�
	���� ���� P 	� P ��� 
��������	� 2c� �

�� ��  ����!" �# � #������� �� � !����

:� �	��	 	��� ��
	��� #�	� ��
������ 	�� ��	��� �� �� ��	���� �� �� f  &
����
��	���

�� �� �����

,�	 f : I → I� + ���� (F, J) = Bf � #���� F �� � ������ �� ����#��� ���'���	
����������	���� 
��	��

�� �� I ��� J ⊂ I �� � 
����
	�� ��	 �

� 	��	 J ⊂ f(A)
��� ��� A ∈ F� �� 
����� �� f �������� �� #� ����	������� ���
�� 	��	 A ⊂ J ��� ���
A ∈ F 	��� �

� �� f  &
���� �� 
����� �� f ������� ���� �
�������� ���
�

�3�



���� ������� � ��	
��� �
 ������

,�	 ε>0 ��� n ∈ N� + ��	 M ⊂ ⋃F �� (Bf , n, ε)���	�
���� �� ��� ��
� x, y∈M �
x �= y 	���� �� 0 � i < n �

� 	��	 f i(x), f i(y) ∈ J ��� |f i(x)− f i(y)| > ε�

��� ���

	� 
� �� f ������� Bf �� ��$��� �� 	�� �����#��� #��7

h(Bf ) = lim
ε→0

lim sup
n→∞

[
1

n
log

(
s
Bf
n (ε)

)]
,

#����
s
Bf
n (ε) = max

{
card(M ) : M ⊂ I �� (Bf , n, ε) ������	�� ��	

}
.

+ ��%
��
� �� f  &
�����
{
Bk

f

}
k∈N

� #���� Bk
f = (Fk, Jk) ��� k ∈ N� �
���
���

�
 � 	
��� x0 �Bk
f −→

k→∞
x0� �� ��� ��� ε > 0 	���� ����	� k0 ∈ N �

� 	��	⋃Fk ⊂ B(x0, ε) ��� B

(
f(x0), ε

) ∩ Jk �= ∅ ��� ��� k � k0� 6
	

Ef (x0) =

{
lim sup
n→∞

h(Bn
f ) : B

n
f −→

n→∞ x0

}
.

�	 �� ���� 	� ���"� 	�� �����#��� ��
	�

����� 	��� ��� f �� � ������
� ��� [a, b] ⊂ I (a < b) �� �� f �����
���� ����
�� x0 ∈ (a, b)� ���� Ef (x0) = Ef�[a,b](x0)� �

+� ���

	� 
� � ������
� f �� � 	
��� x0 ∈ I �� 	�� �
�&�� ef (x0) ∈ [0,+∞]
��$��� �� 	�� �����#��� #��

ef (x0) = supEf (x0).

��1��� ��	� �

�
�	 	�� ������	��� �� 	�� �
�
	��� ef : I → [0,+∞] ������	��
�� ���� ��� 	�� �&�"� 	����������� #� ����� ��� 	��	 x0 ∈ I �� �� ���

	� 	
���
�� ��

�� ���

	� 	
���� �� f �� ef(x0) = h(f) �ef(x0) = h(f) ��� x0 ∈ Fix(f)��
C&"��
���� 	���� ��$��	���� ����� #�	� 	�� ��$��	���� �� �� ��	���� ����	 ���
� �	���� ��	���� ����	 ��	���

�� �� ����� ��� ��	 �� ��� ��	���� ��	���� ��	�����
����	� �� f #��� &� ����	�� &� H(f) �Hs(f)��

�� ����� 	� ���
�� 	�� �����&���	� �� �
�	��� 
��������	����� #� ������ 	#�
������� ��� $��	 ��� 
�� &� ���"�� ��������� 	� ������� �( �� �����

����� 	�	� ��� P �� � �
��������
��� ��
��� ����
��� ��� ϕ : I→P �� � �
�
��
�

	����� ��� f : I → I ��� g : P → P �� ������
�� ���� ���� g = ϕ◦f ◦ϕ−1�
�� x0 ∈ Hs(f)� ���� ϕ(x0) ∈ Hs(g)� �

5����"��� #� ��� �	 ��
�

����� 	�
� ��� f �� � ������
�� �� ���
� � ���� � �
��������
��� ��
��� ����
���
[a, b] ⊂ I ���� ���� f(x) = x �

 x ∈ [a, b]� ���� ef (x) = 0 �

 ��� x ∈ (a, b)� �

��� ���	 ����� �� 
��� �� 	�� ����� �� ������� )�- ���� ��� �	 ���
�	����
���
���
�	��	�� 	�� ��	
�	��� #��� 	�� ��	���� �� � �
�
	��� �� ��

��� �� ��� ����	
�� 	�� �������
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����	� ���������	 ��������	

����� 	��� ���
� � ���� � �
�����
�� ������
� f ���� ���� h(f) = ∞�
Hs(f) = {0} ��� H(f) ∩ (0, 1] = ∅�
6 � � � �� 6
	 f(0) = 0 ��� f(1) = 1� 5����"��� �� n ∈ N� 	��� ��	 f

(
1
4n (1 +

k
2n+1−1 )

)
= 2

4n ��� k ∈ {
1, 3, . . . , 2n+1 − 1

}
��� f

(
1
4n (1 + k

2n+1−1 )
)
= 1

4n ���
k ∈ {

0, 1, . . . , 2n+1−2
}
� ��� �
�
	��� f �� ��$��� �� �� �A�� �
�
	��� �	���#����

B������� 	�� �
�
	��� f �� 
��	��
�
�� :� #��� ���# 	��	 0 ∈ Hs(f)� C&"��
����
0 ∈ Fix(f)� 6
	 ank = 1

4n

(
1 + k

2n+1−1

)
��� n ∈ N ��� k ∈ {0, 1, 2, . . . , 2n+1 − 1}�

*�� ��� n ∈ N #� ��$�� 	�� ������ Fn ��� 	�� ��	 Jn �� 	�� �����#��� #��7
Fn =

{
[ank , a

n
k+1] : k ∈ {0, 2, . . . , 2n+1 − 2}} ��� Jn =

[
1
4n ,

2
4n

]
.

C� 
�
���� card(Fn) = 2n ��� n ∈ N� 5����"��� #� ��"� Jn ⊂ f
(
[ank , a

n
k+1]

)
���

[
ank , a

n
k+1

] ⊂ Jn ��� n ∈ N ��� k ∈ {0, 2, . . . , 2n+1 − 2}� 6
		��� Bn
f =

(Fn, Jn) ��� n ∈ N� #� �&	��� f  &
����� #�	� ������	��� $&��� ,���� )�� ����
������� 	��	 h(Bn

f ) ≥ log 2n = n ��� n ∈ N ���

lim sup
n→∞

h(Bn
f ) ≥ lim

n→∞n = ∞. ���

�	 �� ���� 	� ���# 	��	 Bn
f −→

n→∞ 0� 0��
�� ��� ���� ���� #� �&	��� 	��	

∞ ∈ Ef (0)� ,���� )�! ���� ��"�� 	��	 h(f) = ∞� ���� �� 
����%
��
�� #� ��"�
ef (0) = h(f)� *������� 0 ∈ Hs(f)�

;�#� #� #��� ���# 	��	

�� x ∈ (0, 1], 	��� x �∈ H(f). �(�

:� �	��	 #�	� ���"��� 	�� �����#��� ��
	

��� ��� n ∈ N #� ��"� h

(
f �

[
2

4n
, 1

])
< ∞. �)�

*�� n∈N ��� 
������� 	�� �
�
	��� g=f �
[

2
4n , 1

]
:
[

2
4n , 1

] → [
2
4n , 1

]
� C&"��
����[

2

4n
, 1

]
=

n−1⋃
i=1

[
1

4i
,
2

4i

]
∪

n⋃
i=1

[
2

4i
,

1

4i−1

]
,

���� ��� ��� i ∈ {1, . . . , n − 1}� 	�� ��	�
[
2
4i ,

1
4i−1

]
���

[
1
4i ,

2
4i

]
��� g ��"�����	�

��� ��	
[

2
4n ,

1
4n−1

]
�� ���� g ��"�����	� �	 �� �&"��
� ����� ����� ,���� -����3 ����

	��	

h(g) = max

{{
h

(
g �

[
1

4i
,
2

4i

])
: i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}

}
∪

{
h

(
g �

[
2

4i
,

1

4i−1

])
: i ∈ {1, 2, . . . , n}

}}
. �-�

�3�



���� ������� � ��	
��� �
 ������

���
� ��� ��� i ∈ {1, 2, . . . , n} 	�� �
�
	���� g �
[
2
4i ,

1
4i−1

]
��� g �

[
1
4i ,

2
4i

]
��� ���
�#��� ������ ��� ��"� � 
���	��	 ����� ��� &� ,���� ���� #� �&	���
h
(
g �

[
2
4i ,

1
4i−1

])
= 0 ��� h

(
g �

[
1
4i ,

2
4i

])
= max

{
0, log(2i+1 − 1)

}
< log(2i+1) =

i+1 ��� i ∈ {1, 2, . . . , n}� *��� 	��� ��� �-� #� 
��
�
�� 	��	 h(g) ≤ n+1 < ∞�
��� �)� ��� &��� ���"���

,�	 
� ��# 	
�� 	� 	�� &���
 ���	 �� 	�� ����� �� �(�� �
������ 
��	���� 	� �
�

����� 	��	 	���� �� x0 ∈ (0, 1] �

� 	��	 x0 ∈ H(f)� �	 ����� 	��	 	���� ����	�
n0∈N �

� 	��	 2

4n0
<x0 ��� ∞=h(f)∈Ef(x0)� ��
�� ��� 
�� $�� � ��%
��
�

�� f  &
����� Bk
f = (Fk, Jk) �

� 	��	 Bk

f −→
k→∞

x0 ��� lim supk→∞ h(Bk
f ) =∞�

:�	��
	 ���� �� ��������	�� #� 
�� ���
�� 	��	
⋃

k∈N
(
⋃Fk) ⊂

[
2

4n0
, 1
]
�

B������� g = f �
[

2
4n0

, 1
]
� �	 �� ���� 	� ��� 	��	 ��� ��� k ∈ N 	�� ���� (Fk, Jk)

�� � g &
����� 5����"��� ��� ��� k ∈ N ��� x ∈ ⋃Fk #� ��"�

f i(x) ∈
[

2

4n0
, 1

]
��� gi(x) = f i(x) ��� i ∈ N. �4�

���������� ��� ��� k, l ∈ N ��� ε > 0�

M �� (Bk
f , l, ε) ������	�� ��	 ⇔ M �� (Bk

g , l, ε) ������	�� ��	� �!�

��
�� ��� ��� k ∈N� #� �&	��� 	��	 s
Bk

f

l (ε)= s
Bk

g

l (ε) ��� ��� l∈N ��� ε> 0�
#��
� ��"�� 	��	 h(Bk

f ) = h(Bk
g )� 0��
��

lim sup
k→∞

h(Bk
g ) = lim sup

k→∞
h(Bk

f ) = ∞.

,���� )�! ���� ��"�� 	��	 h(g) = ∞� C� 	�� �	��� ����� &� �)�� #� �&	���
h(g)<∞� ���� 
��	����
	��� ������� 	��	 �(� �� 	�
�� ���� �� 
����%
��
�� f ���
	�� ��%
���� ������	���� �

$� � %���% �!!��&�'����� �# � #�������

�� ���� ������ ������� #�	� 	�� ���
�� ���

���� ����� �� ���������	���
�� � �
�
	��� ��� � ���&�� ��	
��� 0�#�"��� �
� 	� 	�� ��
	 	��	 #� ��� �	
�� 
��� ������ � .��
��/ ��	����� �	 ����� ���������	� 	� 
������� ���� � ��
�� �� 
�������	���� ��� �� 	��� ��
	���� #� #��� 
��
��	��	� �� � ��
�� ���������	���
�� � �
�
	����

,�	 x0 ∈ [0, 1] ��� ε > 0� :� ����� ��� 	��	 � �
�
	��� f �� ε��		

 ������
�� � 	
��� x0 �� � ������
� g �� g(x) = f(x) ��� x ∈ [0, 1] \ (x0 − ε, x0 + ε) ���
ρu(f, g) < ε� B������� �� ε∗ ∈ (0, ε) ��� f �� ε∗ ���������	�� �	 � ����	 x0 &� g�
	��� f �� ���� ε ���������	�� �	 � ����	 x0 &� g�

,�	 f ∈ A� x0 ∈ I ��� ε > 0� :� #��� 
������� 	�� �����#��� �������� �� �
�
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��3



����	� ���������	 ��������	

• A(f, ε, x0) E 	�� ������ �� ��� �
�
	���� g ∈ A #��
� ε ���������	� � �
�
 
	��� f �	 � ����	 x0�

• A(f, ε) E 	�� ������ �� ��� �
�
	���� g ∈ A �

� 	��	 	���� ����	� x0 ∈ I

�

� 	��	 g ∈ A(f, ε, x0)�

• AE(f, ε, x0) E 	�� ������ �� ��� �
�
	���� g ∈ A(f, ε, x0) �

� 	��	
eg(x0) = h(f)�

• AL(f, ε, x0) E 	�� ������ �� ��� �
�
	���� g ∈ A(f, ε, x0) �

� 	��	
eg(x0) < h(f) �� eg(x0) = h(f) = 0�

• AG(f, ε, x0) E 	�� ������ �� ��� �
�
	���� g ∈ A(f, ε, x0) �

� 	��	
eg(x0) > h(f) �� eg(x0) = h(f) = ∞�

B������� ��� ��� ε > 0� x0 ∈ I ��� f ∈ A #� ��"� A(f, ε, x0) ⊂ A(f, ε)� 5��� 
�"��� AL(f, ε, x0)∩AG(f, ε, x0) = ∅� �� h(f) = 0 	��� AE(f, ε, x0) = AL(f, ε, x0)�
�	 �� �&"��
� 	��	 AE(f, ε, x0) = AG(f, ε, x0) �� h(f) = ∞� C&"��
���� �� h(f) ∈
(0,∞)� 	��� AE(f, ε, x0) ∩AL(f, ε, x0) = ∅ ��� AE(f, ε, x0) ∩AG(f, ε, x0) = ∅�

C�� 
�� ��1 ��# .&��/ �� .�����/ 	���� ��	� ���F :� #��� �	��	 	�� ���#��
	� 	��� %
��	��� ���� 	�� ��	 A(f, ε) 
��������� �� 	�� ���
� (A, ρu)�

����	�� 
��� !

 ��� f ∈ A ��� ��� ε ∈ (
0, 12

]
��� ��� A(f, ε) �� �
���
�

����� �� (A, ρu)�

6 � � � �� *�� h ∈ A ��� α > 0� ��� 
����� h0 ∈ A �

� 	��	 ρu(h, h0) <
α
2 ���

h0(x) �= f(x) ��� x ∈ {0, 1}� ,�	 α0 = min
{|f(0) − h0(0)|, |f(1) − h0(1)|, α2

}
.

����� Bu(h0, α0) ⊂ Bu(h, α) \ A(f, ε)� &�
�
�� ��� ��� x0 ∈ I �	 ����	 ���
��� ����	 �� I ���� ��	 &����� 	� (x0 − ε, x0 + ε)� �

;�	�
� 	��	 	�� �&�"� ������	� ��"�� 	��	 ��� ��� f ∈ A ��� x0 ∈ I 	����
�� ε > 0 �

� 	��	 ��
� �� 	�� ��	� ���	����� �&�"� �� ��#���� ����� �� (A, ρu)�

5����"��� �	 �� ���� 	� ���"� 	��	 �� ε > 1
2 � 	��� 	�� ��	����� ��� (A, ρu)�

�� 	�� ��	 A(f, ε) �� ��� ���	��
+� ���"��
��� ����
�
��� ��	 
� 	
�� ��# 	� 	�� �������� �� 	�� ��
�� �� 

�������	���� ����� #� #��� 
������� 	�� ���
�
(A(f, ε, x0), ρu

)
� �� �������� �
�	���

��	�	���� ��	 
� ����	� 	�� ��	 �� ��� ξ ∈ AG(f, ε, x0) �ξ ∈ A(f, ε, x0)� �

� 	��	
x0 ∈ Fixc(ξ) &� A∗

G(f, ε, x0) �A∗(f, ε, x0)��

����	�� 
�	� ��� f ∈ A ��� x0 ∈ I� �� x0 ∈ Fixc(f) ���� �

 ��� ε > 0
��� ��� A∗(f, ε, x0) �� �
���
� ����� �� (A(f, ε, x0), ρu)�

6 � � � �� C&���"� $��	 	��	 	�� ��	 A∗(f, ε, x0) �� 
����� �� (A(f, ε, x0), ρu)� ��
�	 �
A
�� 	� ���# 	��	 intA(f,ε,x0)

(A∗(f, ε, x0)
)
= ∅� *�� g ∈ A∗(f, ε, x0) ���

α > 0� :� ��� ���
�� 	��	 α < ε
2 � ���
� f ��� g ��� 
��	��
�
� �	 x0 ���

f(x0) = x0 = g(x0)� 	���� �� δ ∈ (0, ε) #�	� |f(x) − g(x)|< ε
2 ��� x ∈ (x0 − δ�

x0 + δ)� ,�	 h : I → [0, α) &� � 
��	��
�
� �
�
	��� �

� 	��	 h(x) = 0

���



���� ������� � ��	
��� �
 ������

��� x ∈ I \ (x0 − δ, x0 + δ) ��� h(x0) �= 0� �� x0 �= 1 	��� ������ min{g + h, 1} ∈(A(f, ε, x0) \ A∗(f, ε, x0)
) ∩ Bu(g, α)� �� x0 = 1 	��� �	 �� ���� 	� ��� 	��	

max{g − h, 0} ∈ A(f, ε, x0) \ A∗(f, ε, x0) ∩Bu(g, α)� �

6��"��
��� #� ����
�	�� 	��	 �� 	��� ����� #� #��� 
������� ��	� �� ������ 
���	��� �
�
	���� #�	� �� ��	���� �	 � ��"�� ����	 ��2����	 ���� �� ��	����
�� .������ �
�
	���/ ��� 	�� $��	 	���� B������� ���� 	�� �&�"� 	������� #� �& 
	��� �������	���


�	����	� 
�
� ��� f ∈ A ��� x0 ∈ I� �� x0 ∈ Fixc(f) ���� �

 ��� ε > 0
��� ���� A∗

G(f, ε, x0) ��� A∗
L(f, ε, x0) �
� �
���
� ����� ��

(A(f, ε, x0), ρu
)
� �

;�#� #� #��� ������	 	�� �	�	����	 ���
��&��� 	�� �	�

	
�� �� ��	�
A∗

G(f, ε, x0) ��� AG(f, ε, x0) �� ���
�� A∗(f, ε, x0) ��� A(f, ε, x0)� �����
	�"����

����	�� 
��� ��� f ∈ A ��� x0 ∈ Fixc(f)� ����� �

 ��� ε > 0�

��� card
(A∗

G(f, ε, x0)
)
= 2c� intA∗(f,ε,x0)

(A∗
G(f, ε, x0)

)
= ∅ ��� ��� ���(A∗

G(f, ε, x0), ρu
)
�� ����� ��

(A∗(f, ε, x0), ρu
)
"��� �
�����������

�� �� �
� �
���
� ����� ��
(A∗(f, ε, x0), ρu

)
#$

�&� card
(AG(f, ε, x0)

)
=2c ��� intA(f,ε,x0)

(AG(f, ε, x0)
) �=∅�%

�
��
�

• intA(f,ε,x0)(AG(f, ε, x0)) ∩ Bu(f, σ) �= ∅ �

 ��� σ > 0$
• ���
� �� �� 
	�� "�� (A(f, ε, x0), ρu)# ��� U ���� ����
U ⊂ AG(f, ε, x0) ��� x0 ∈ H(g) �

 ��� g ∈ U�

6 � � � �� ,�	 f ∈ A ��� x0 ∈ Fixc(f)� :� #��� ���� 
������� 	�� 
��� x0 ∈ (0, 1)�
��� ������ �� �	��� 
���� �
� ����������
��� *���	� #� #��� ���# 	��	

card
(A∗

G(f, ε, x0)
)
= 2c. ���

,�	 ε > 0 ��� f1 : I → I &� � 
��	��
�
� �
�
	��� �

� 	��	 h(f1) = ∞�
Hs(f1) = {0} ��� H(f1) ∩ (0, 1] = ∅ �	�� ����	��
� �� �

� � �
�
	��� �����#�
���� ,���� (�-��

���
� x0 ∈ Fixc(f)� 	���� �� δ ∈ (
0, ε

4

)
�

� 	��	 |f(x) − x0| < ε

4 #����"��
x ∈ [x0 − δ, x0 + δ]�

,�	 ϕ : [0, 1] → [
x0, x0 + δ

2

]
&� � ������ �
�
	��� �

� 	��	 ϕ(0) = x0 ���

ϕ(1) = x0+
δ
2 � C&"��
���� 	�� �
�
	��� t = ϕ◦f1◦ϕ−1 :

[
x0, x0+

δ
2

]→[
x0, x0+

δ
2

]
�� 
��	��
�
� ��� h(t) = h(f1) = ∞� 5����"��� ,���� (�( ������� 	��	 ϕ(0) =
x0 ∈ Hs(t)�

,�	 FP &� � ������ �� �
�
	���� ���� <����1 ��( ��� P =
[
x0 − δ

2 , x0 − δ
4

]
�

��� ��	 β ∈ FP �
:� ��$�� 	�� �
�
	��� gβ : I → I �� 	�� �����#��� #��7 gβ(x) = f(x) ��

x ∈ I \ (x0 − δ, x0 + δ)� gβ(x) = t(x) �� x ∈ [
x0, x0 +

δ
2

]
� gβ(x) = β(x) �� x ∈ P �

5����"��� gβ �� �� �A�� �
�
	��� �	���#����

��(



����	� ���������	 ��������	

�	 �� ���� 	� ���"� 	��	 gβ ∈A� x0∈Fixc(gβ)� egβ (x0)=∞ ��� f �� ε ������ 
���	�� �	 	�� ����	 x0 &� gβ� ���������� gβ ∈ A∗

G(f, ε, x0)� 5����"��� #� ���
�	 ��
� 	��	 �� β1, β2 ∈ FP ��� β1 �= β2� 	��� gβ1

�= gβ2
� ��
��

2c = card(FP ) = card
({gβ : β ∈ FP }

) ≤ card
(A∗

G(f, ε, x0)
)
,

��� 	�� ����� �� ��� �� 
�����	��
;�#� #� #��� ���# 	��	 intA∗(f,ε,x0)

(A∗
G(f, ε, x0)

)
= ∅� �
������ 
��	����

	� �
� 
����� 	��	 intA∗(f,ε,x0)

(A∗
G(f, ε, x0)

) �= ∅� �	 ����� 	��	 	���� ��� g0 ∈
A∗

G(f, ε, x0) ��� α > 0 �

� 	��	

Bu(g0, α) ∩A∗(f, ε, x0) ⊂ A∗
G(f, ε, x0). �D�

C&"��
���� g0 ∈ Bu(g0, α) ∩ A∗(f, ε, x0)� 5����"��� x0 ∈ Fixc(g0) ∩ Fixc(f)�
��
� ��� 
�� $�� γ ∈ (

0,min{α
3
, ε
2
}) �

� 	��	 |g0(x) − x0| < min

{
α
3
, ε
4

}
��� |f(x) − x0| < ε

4 �� |x − x0| ≤ γ� ���������� g0(x0 − γ), g0(x0 + γ) ∈(
x0 − α

3 , x0 +
α
3

)
�

,�	 
� 
������� 	�� �
�
	��� g1 : I → I ��$��� �� 	�� �����#��� #��7
g1(x) = g0(x) �� x ∈ I \ (x0 − γ, x0 + γ) ��� g1(x) = x �� x ∈ [

x0 − γ
2 , x0 +

γ
2

]
�

5����"��� g1 �� �� �A�� �
�
	��� �	���#���� B������� g1 ∈ A� 5����"���

g1 ∈ Bu(g0, α) ∩A∗(f, ε, x0). ���

������� �	 �� ���� 	� ��� 	��	 |g0(x)−g1(x)| < 2
3
α ��� x ∈ I� 0��
�� ρu(g1, g0) < α�

#��
� ����� 	��	 g1 ∈ Bu(g0, α)� ���������� #� ���# 	��	 ρu(g1, f) < ε�
5����"��� g1(x) = g0(x) = f(x) ��� x ∈ I \ (x0 − ε, x0 + ε) ��� x0 ∈ Fixc(g1)�

��
�� g1 ∈ A∗(f, ε, x0)� ��� ��� �� ���"���
C� 	�� �	��� ����� ,���� (�) ������� 	��	 eg1(x0) = 0� �� g1 �∈ A∗

G(f, ε, x0)�

��	���� 	� �D�� ���� 
��	����
	��� ��"�� 	��	 intA∗(f,ε,x0)

(A∗
G(f, ε, x0)

)
= ∅�

;�#� #� #��� ���"� 	��	 A∗
G(f, ε, x0) �� ����� ��

(A∗(f, ε, x0), ρu
)
� *�� 	���

������� #� #��� ���# 	��	 Bu(g, α) ∩ A∗
G(f, ε, x0) �= ∅ ��� ��� g ∈ A∗(f, ε, x0)

��� α > 0� ��� ��	 g ∈ A∗(f, ε, x0) ��� α > 0�
���
� x0∈Fixc(f)∩Fixc(g)� 	���� �� δ∈(

0,min
{
α
4 ,

ε
4

})
�

� 	��	 |f(x)−x0|< ε

4

��� |g(x)− x0| < min
{
α
4 ,

ε
4

}
��� x ∈ [x0 − δ, x0 + δ]�

,�	 ϕ : [0, 1] → [
x0, x0 + δ

2

]
&� � ������ �
�
	��� �

� 	��	 ϕ(0) = x0 ���

ϕ(1) = x0+
δ
2 � C&"��
���� 	�� �
�
	��� t = ϕ◦f1◦ϕ−1 :

[
x0, x0+

δ
2

] → [
x0, x0+

δ
2

]
�� 
��	��
�
� ��� h(t) = h(f1) = ∞� 5����"��� &� ,���� (�(� #� �&	��� 	��	
ϕ(0) = x0 ∈ Hs(t)�

6
	 g∗(x) = g(x) ��� x ∈ I\(x0−δ, x0+δ) ��� g∗(x) = t(x) ��� x ∈ [
x0, x0+

δ
2

]
�

5����"��� ��	 g∗ &� �� �A�� �
�
	��� �	���#���� B������� g∗ : I → I� g∗ ∈ A ���
x0 ∈ Fixc(g∗)� 5����"��� |g(x) − g∗(x)| < α

2 ��� x ∈ I� 0��
�� ρu(g∗, g) < α�
#��
� ��"�� 	��	 g∗ ∈ Bu(g, α)�

��)



���� ������� � ��	
��� �
 ������

���
� x0 ∈ Hs(t)� �	 �����#� 	��	 x0 �� � �	���� ��	���� ����	 �� 	�� �
�
 
	��� g∗ �

[
x0, x0 + δ

2

]
� ���������� 	���� ����	� � ��%
��
� �� g∗ �

[
x0, x0 +

δ
2

]
 

 &
����� Bk
g∗�[x0,x0+

δ
2 ]

= (Fk, Jk) ���� k ∈ N� 
��"������ 	� x0 ��� �

� 	��	

∞ = h
(
g∗ �

[
x0, x0 +

δ
2

])
= lim supk→∞ h

(
Bk

g∗�[x0,x0+
δ
2 ]

)
� C&"��
����

⋃Fk ⊂[
x0, x0+

δ
2

]
� ���
� 	�� ��	

[
x0, x0+

δ
2

]
�� g∗ ��"�����	 ��� h

(
g∗ �

[
x0, x0+

δ
2

])
= h(g∗)�

#� ��"� 	��	 ��� ��� k ∈ N 	�� ���� (Fk, Jk) �� � g∗ &
���� ��� eg∗(x0) ≥
lim supk→∞ h((Fk, Jk)) = ∞� *������� #� ��	 	��	 eg∗(x0) = ∞�

,�	 ε1 ∈ (0, ε) &� �

� 	��	 ρu(f, g) < ε1 < ε� C&"��
���� f(x) = g(x) = g∗(x)
��� x ∈ I \ (x0 − ε, x0 + ε)� �� |f(x) − g∗(x)| < ε

2 � �� x ∈ I \ (x0 − ε, x0 − δ]∪
[x0+δ, x0+ε) 	��� g∗(x) = g(x)� 	�
� |f(x)−g∗(x)| < ε1� *�� x ∈ (x0−δ, x0+δ)

#� ��"� g∗(x), g(x) ∈
(
x0− ε

4 , x0+
ε
4

)
� #��
� ��"�� 	��	 |g(x)−g∗(x)| < ε

2 � *�������
#� ��"� ρu(f, g∗) ≤ min

{
ε1,

ε
2

}
< ε� ���������� g∗ ε ���������	�� f �	 x0�

*��� 	�� �&�"� #� �&	��� 	��	 g∗ ∈ Bu(g, α) ∩ A∗
G(f, ε, x0)� ���
� g ��� α

#��� ��&�	����� #� �&	��� 	��	 A∗
G(f, ε, x0) �� ����� ��

(A∗(f, ε, x0), ρu
)
�

�&� ,�	 ε > 0� B������� A∗
G(f, ε, x0) ⊂ AG(f, ε, x0)� �� 
����	��� ��� ��"�� 	��	

card
(AG(f, ε, x0)

)
= 2c�

*�� σ > 0� :�	��
	 ���� �� ��������	� #� ��� ���
�� 	��	 σ < ε� ���
�
x0 ∈ Fixc(f)� #� ��"� 	��	 	���� ����	� δ ∈ (

0, σ
4

)
�

� 	��	 |f(x) − x0| < σ

4

��� x ∈ [x0 − δ, x0 + δ]� 6
		��� gσ(x) = f(x) ��� x ∈ I \ (x0 − δ, x0 + δ)�
gσ(x) =

δ
2
sin

(
1

x−x0

)
+x0 ��� x ∈ (

x0, x0+
δ
2

]
� gσ(x0) = x0 ��� ������ �	���#����

#� �&	��� 	��	 gσ ∈ A�
��	 V = Bu

(
gσ,

δ
4

)
� :� #��� ���# 	��	

V ⊂ Bu(f, ε) ∩Bu(f, σ). ��3�

,�	 τ ∈ V� ��
�� τ(x) ∈ [
gσ(x) − δ

4 , gσ(x) +
δ
4

]
��� x ∈ I� *���	� #� #��� ���"�

	��	 τ ∈ Bu(f, σ)�

• �� x ∈ I \ (x0 − δ, x0 + δ) 	��� τ(x) ∈ [
f(x)− δ

4 , f(x) +
δ
4

]
�

�� |f(x)− τ(x)| < ε
16 �

• �� x ∈ (x0 − δ, x0] 	��� gσ(x) ∈ [
x0 − ε

4 , x0 + ε
4

]
���� �� 
����%
��
��

τ(x) ∈ [
x0 − ε

4 − δ
4 , x0 +

ε
4 + δ

4

]
. ��
�� |f(x)− τ(x)| < ε

2 + ε
8 �

• �� x ∈ (
x0, x0 +

δ
2

]
	��� gσ(x) ∈

[
x0 − δ

2 , x0 +
δ
2

]
� �	 ��"�� 	��	

τ(x) ∈ [
x0 − 3

4
δ, x0 +

3
4
δ
] ⊂ [

x0 − 3
16
ε, x0 +

3
16
ε
] ⊂ [

x0 − ε
4
, x0 +

ε
4

]
.

��
�� |f(x)− τ(x)| ≤ ε
2 �

• �� x ∈ (
x0 +

δ
2 , x0 + δ

]
	��� gσ(x) ∈

[
x0 − ε

4 , x0 +
ε
4

]
� ��

τ(x) ∈ [
x0 − ε

4 − δ
4 , x0 +

ε
4 + δ

4

]
. ���������� |f(x)− τ(x)| < ε

2 + ε
8 �

:� $����� ��	 	��	 |f(x) − τ(x)| < 5
8ε ��� x ∈ I� �� τ ∈ Bu(f, ε)� ����������

#� ���# 	��	 τ ∈ Bu(f, σ)�

��-



����	� ���������	 ��������	

*��� ��3�� #� �&	��� 	��	 ρu(gσ, f) < ε� 5����"��� gσ(x) = f(x) ��� x ∈ I\
(x0 − ε, x0 + ε)� ��
��

gσ ∈ V ∩ A(f, ε, x0). ����

;�#� #� #��� ���# 	��	

�� t ∈ V 	���, x0 ∈ H(t) ��� h(t) = ∞. ��(�

*�� t ∈ V� B������� t(x) ∈ [
gσ(x)− δ

4 , gσ(x) +
δ
4

]
��� x ∈ I� ,�	 k0 ∈ N &� �

�

	��	 2
4k0+1 < δ

4 � 6
		��� αk = x0 +
2

4k+4k0−3 ��� βk = x0 +
2

4k+4k0−1 ��� k ∈ N�

#� ��"� 	��	 �� k ∈ N� 	��� αk+1 < βk < αk� βk, αk ∈ (
x0, x0 +

δ
4

]
� gσ(αk) =

x0 +
δ
2 ��� gσ(βk) = x0 − δ

2 � 5����"���

lim
k→∞

αk = x0. ��)�

B������� t(x0) ∈
[
x0 − δ

4 , x0 +
δ
4

]
� t(βk)∈

[
x0 − 3

4δ, x0 − 1
4δ
]

��� t(αk)∈
[
x0 +

1
4δ�

x0 +
3
4
δ
]

��� k ∈ N� ���
� ��� ��� k ∈ N #� ��"� t(βk) < t(αk) ��� t ∈ A� ���

�� $�� β∗

k , α
∗
k ∈ [βk, αk] �

� 	��	 β∗

k < α∗
k� t(β

∗
k) = x0− δ

4 ��� t(α∗
k) = x0+

δ
4 �

C� 
�
����[
x0 − δ

4
, x0 +

δ

4

]
⊂ t([β∗

k , α
∗
k]) ��� [β∗

k , α
∗
k] ⊂

[
x0, x0 +

δ

4

]
��-�

��� ��� k ∈ N� 6
	 Fn =
{
[β∗

k , α
∗
k] : k = n, n + 1, . . .

}
� Jn =

[
x0 − δ

4 , x0 +
δ
4

]
�

��� Bn
t = (Fn, Jn) ��� n ∈ N� �	 �� ���� 	� ��� 	��	 {Bn

t }n∈N �� � ��%
��
�
�� t &
����� #�	� ������	��� $&�� 
��"������ 	� x0�

,���� )��� ���� ��"�� 	��	 h(Bn
t ) = ∞ ��� n ∈ N� ��
�� ∞ ∈ Et(x0)� ��

et(x0)=∞� 5����"��� ,���� )�! ���� ������� 	��	 h(t)=∞� 0��
�� et(x0)=h(t)
#��
� ����� 	��	 x0 ∈ H(t)�

*��� ����� #� ��	 	��	 V ∩A(f, ε, x0) �= ∅� 5����"��� 	�� 
����	��� ��(� �� 
����� 	��	 V ∩A(f, ε, x0) ⊂ AG(f, ε, x0)� 9� ��3�� #� �&	��� 	��	 V ∩A(f, ε, x0) ⊂
Bu(f, σ)� �� intA(f,ε,x0)

(AG(f, ε, x0)
) ∩Bu(f, σ) �= ∅� *
�	�������� ��(� �������

	��	 x0 �� �� ��	���� ����	 �� ��
� �
�
	��� ���� V ∩A(f, ε, x0)� �

:� #��� ��# ���
��� 	� 	�� �������� �� ��	� �� ���������	��� �
�
	���� #�	�
�� ��	���� �	 � ��"�� ����	 ���� �� �%
�� 	� �� ��	���� �� .������ �
�
	���/�

����	�� 
��� ��� f ∈ A �� ���� ���� Hs(f) �= ∅� �� ���
� �� � 	
��� x0 ∈
Fixc(f) ∩ (0, 1) ���� �

 ��� ε > 0 �� ���� ����

��� ��� ��� AL(f, ε, x0) ��� ��
�������� 2c ��� �� �� �
� A(f, ε, x0)������ �� f $

�&� ��� ��� AE(f, ε, x0) ��� ��
�������� 2c� %

�
��
� �� h(f)<∞� ���� �� �� �
�
A(f, ε, x0)������ �� f�

��4



���� ������� � ��	
��� �
 ������

6 � � � �� ,�	 y0∈Hs(f)� �	 ����� 	��	 y0∈Fix(f) ��� ef (y0)=h(f)� *�� ε>0�

��� *���	� #� #��� ���# 	��	 card
(AL(f, ε, x0)

)
= 2c� ���
� x0 ∈ Fixc(f) ∩ (0, 1)�

�	 �����#� 	��	 	���� ����	� δ ∈ (
0, ε

4

)
�

� 	��	 ��� x ∈ [x0 − δ, x0 + δ] ⊂ (0, 1)

#� ��"� f(x)∈(
x0− ε

4 , x0+
ε
4

)
� �� ���	�

���� f(x0−δ), f(x0+δ)∈(

x0− ε
4 , x0+

ε
4

)
�

,�	 P =
[
x0 − 3

4δ, x0 − 2
3δ

]
��� FP &� �� �� <����1 ��(� *�� β ∈FP ��� �
	

fβ(x)=f(x) ��� x �∈ (x0−δ, x0+δ)� fβ(x)=x ��� x∈[
x0− δ

2 , x0+
δ
2

]
� fβ(x) = β(x)

��� x ∈ P� 5����"��� ��	 fβ &� �� �A�� �
�
	��� �	���#���� �	 �� ���� 	� ���
	��	 fβ ∈ A(f, ε, x0)� *
�	�������� ,���� (�) ��"�� 	��	 efβ (x0) = 0� ��
��
fβ ∈ AL(f, ε, x0)� ���
� β #�� ��&�	����� #� ��"� {fβ : β ∈ FP} ⊂ AL(f, ε, x0)�
#��
� ��"�� 	��	 card

(AL(f, ε, x0)
)
= 2c�

�
����� 	��	 AL(f, ε, x0) �� A(f, ε, x0) ����� �	 f� ��
� ��� 
�� $�� σ > 0
�

� 	��	 Bu(f, σ) ∩ A(f, ε, x0) ⊂ clA(f,ε,x0)

(AL(f, ε, x0)
)
� ,�	 W &� ����

��
(A(f, ε, x0), ρu

)
��	 �

� 	��	 W ∩ Bu(f, σ) ∩ A(f, ε, x0) �= ∅� ��
��

W ∩ AL(f, ε, x0) ∩Bu(f, σ) ∩A(f, ε, x0) �=∅� 0��
�� intA(f,ε,x0)

(AG(f, ε, x0)
) ∩

Bu(f, σ) = ∅� �� 
��	����
	��� 	� ������� )�- �&��

�&� *���	� #� #��� ���# 	��	 card
(AE(f, ε, x0)

)
= 2c� ���
� x0 ∈ Fixc(f)∩ (0, 1)�

	���� �� δ ∈ (
0, ε4

)
�

� 	��	 [x0 − δ, x0 + δ] ⊂ (0, 1) ��� |f(x) − x0| < ε

4 ���
x ∈ [x0−δ, x0+δ]� +��
�� 	��	 y0 = 0 ���� y0 ∈ (0, 1] 	�� ����� �
�� �� � �������
#����

,�	 ϕ : I → [
x0, x0 + δ

2

]
&� � ������������� �

� 	��	 ϕ(y0) = x0� ,�	

P =
[
x0 − 3

4
δ, x0 − 2

3
δ
]

��� FP &� �� �� <����1 ��(� *�� β ∈ FP �
6
	 gβ(x) = f(x) ��� x ∈ I \ (x0 − δ, x0 + δ)� gβ(x) = (ϕ ◦ f ◦ ϕ−1)(x)

��� x ∈ [
x0, x0 +

δ
2

]
� gβ(x) = x ��� x ∈ [

x0 − δ
2 , x0

]
� ��� gβ(x) = β(x) ��� x ∈ P�

5����"��� ��	 gβ &� �� �A�� �
�
	��� �	���#����
:� ��� �	 ��
� 	��	 gβ ∈ A� ���
� 	�� ��	��"���

[
x0 − δ

2 , x0

]
���

[
x0, x0 +

δ
2

]
��� gβ ��"�����	 ��	�� ,���� -����3 ��� ������� 	��	 h

(
gβ �

[
x0 − δ

2 , x0 +
δ
2

])
=

max
{
h
(
gβ �

[
x0−δ

2
, x0

])
, h

(
gβ �

[
x0, x0+

δ
2

])}
�C&"��
���� h

(
gβ �

[
x0, x0+

δ
2

])
=h(f)�

,���� ��� ��"�� 	��	 h
(
gβ �

[
x0− δ

2 , x0

])
=0� ���������� h

(
gβ �

[
x0− δ

2 , x0+
δ
2

])
=

h(f)� *��� 	�� �&�"� ��� ,���� )�!� ����� #� �&	���

egβ�[x0− δ
2 ,x0+

δ
2 ]
(x0) ≤ h

(
gβ �

[
x0 − δ

2
, x0 +

δ

2

])
= h(f). ��4�

C� 	�� �	��� ����� ,���� (�( ��"�� 	��	 ϕ(y0)=x0∈Hs

(
gβ � [x0, x0 +

δ
2 ]
)
�

�� egβ�[x0,x0+
δ
2 ]
(x0) = h

(
gβ � [x0, x0 +

δ
2 ]
)
= h(f)�

,�	 σ>0������ ����	� � ��%
��
� �� gβ � [x0, x0+
δ
2 ] &
�����

{
Bk

gβ�[x0,x0+
δ
2 ]

}
k∈N


��"������ 	� x0 �

� 	��	 lim supk→∞ h
(
Bk

gβ�[x0,x0+
δ
2 ]

)
> h(f) − σ� B�������

��� ��� k ∈ N� 	�� &
���� Bk
gβ�[x0,x0+

δ
2 ]

�� gβ �
[
x0 − δ

2 , x0 + δ
2

]
 &
����� ��

��!



����	� ���������	 ��������	

lim supk→∞ h
(
Bk

gβ�[x0,x0+
δ
2 ]

) ∈ Egβ�[x0− δ
2 ,x0+

δ
2 ]
(x0)� :� $����� ��"�

egβ�[x0− δ
2 ,x0+

δ
2 ]
(x0) ≥ h(f). ��!�

9� ��4� ��� ��!�� #� 
��
�
�� 	��	 egβ�[x0− δ
2 ,x0+

δ
2 ]
(x0) = h(f)� ����� 	�� ��
	

	��	
[
x0 − δ

2 , x0 +
δ
2

]
�� gβ ��"�����	 ��	� ��� ,���� (�� ����� 	��	

egβ (x0) = supEgβ (x0) = supEgβ�[x0− δ
2 ,x0+

δ
2 ]
(x0) = egβ�[x0− δ

2 ,x0+
δ
2 ]
(x0) = h(f).

5����"��� �	 �� ���� 	� ��� 	��	 gβ ∈ A(f, ε, x0)� �� 
����%
��
�� #� �&	���
gβ ∈ AE(f, ε, x0)� ���
� β #�� ��&�	����� #� ��"� {fβ : β ∈ FP } ⊂ AE(f, ε, x0)�
��
�� card

(AE(f, ε, x0)
)
= 2c�

+��
�� ��# 	��	 h(f) < ∞ ��� �
����� 	��	 AE(f, ε, x0) �� A(f, ε, x0) 
 ����� �	 f� ��
�� Bu(f, σ) ∩ A(f, ε, x0) ⊂ clA(f,ε,x0)

(AE(f, ε, x0)
)

��� ����
σ > 0� ,�	 W &� �� ���� ��

(A(f, ε, x0), ρu
)

��	 �

� 	��	 W ∩ Bu(f, σ) ∩
A(f, ε, x0) �= ∅� ��
�� W ∩ AL(f, ε, x0) ∩ Bu(f, σ) ∩ A(f, ε, x0) �= ∅� 0��
��
intA(f,ε,x0)

(AE(f, ε, x0)
)∩Bu(f, σ) = ∅� �� 
��	����
	��� 	� ������� )�- �&�� �

B��������	���� 
����
	�� #�	� � �	�

	
�� �� ��	� �� �
�
	���� #��
� ������ 
���	� � ��"�� �
�
	��� �� 
��'
�
	��� #�	� �� ��	���� �� � �
�
	��� �	 � ����	
��� �� �� ��	���

	��� �	���� *
�	��� �	
���� ����	�� 	� 	�� ��	 �� ���������	���
�
�
	���� #��
� ��"� �� ��	���� �	 � ��"�� ����	 ���
	�� 	�� ���� �� �� ��	����
�� 	�� .������ �
�
	���/ ������� 	� &� ���	�

����� ��	����	���� �	 ���� ����� 	� &�
��	����	��� 	� ������� 	���� ���
�� ��� �
�
	���� f : In → I

n ��� ���� ����������
��� �
�
	���� ��$��� �� � ��
���� =

������ ���
� ������ �� �

� � ���
� 	��	
	���� ����	� �������	�"� ��	���� n �

� 	��	 ��
� ����	 �� 	�� ���
� ��� � ����� 
&�
����� #��
� �� �����������
 #�	� =

������ ���
� R

n� �� ���� 
����
	
��������� �� ���� ���
��� 	�� &���� �� 
��������	���� ������� #�	� ���
��	� �� 
����
�� ���	��� ��� �
�
	���� ���� 	�� 
��	 ��	��"�� ��	� �	���� ����� �-�� ��)���
��
�� �	 ����� ���������	� 	� �	��	 	�� �
�	��� ������
� ���� 	�� ���
�� ������	��
�� 	��� ������


���������������� ��� �
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