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 �� � ����������� 
����� =� �-�
� ���# "�# ��-� ��5�
���
�
���
���
� 0�
 �.�"���� ��
������� ��� ����
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 �� ���� ��� ���
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,!-���
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�� ��� �
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 n ∈ N� ���
���
 (Xn, γn)�  ��
�Xn = X×{n} ��� γn =
{
A×{n} :

A ∈ γ
}
� ,!-���
�#� (Xn, γn) �
 
��� ��
 n ∈ N� ����� ⊕n∈N(Xn, γn) �
 
��� ���

⊕n∈N(Xn, γn) = (Y, γP)�  ��
� Y = X×N ��� P =
{
A×{n} : A ∈ γ∧n ∈ N

}
�

�� ��� ��
���
 ��
� �� ��� ����
�  � �
� 
#"!�� ⊕(X, γ) �� ������ ⊕n∈N(Xn, γn)�

����	�� ���� 8�� (X, γ) !� � 1��
� 
���� ����� ⊕(X, γ) �
 � 1��
� 
���
 ���� ��� !� "����� !# � ���������
 �������� ���� ��� 
���� (Q, TQ)�
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 � � �� 8�� (X, γ) !� � 1��
� 
���� ;���� ��� ����� ��� ��������/ �� A ⊂ X×N�
���� An = A ∩

(
X × {n}

)
��
 n ∈ N� ,!-���
�#� An ⊂ X × {n} �n ∈ N��

D�� Ãn =
{
x ∈ X : (x, n) ∈ An

}
� ��� An = Ãn × {n}� ��
 ���� n ∈ N�

�� �
 ��
# �� 
�� ����

A ∈ γP �� ��� ���# �� Ãn ∈ γ, ��
 n ∈ N.

E����� <

� ����

�� ���
� �.�
�
 n0 ∈ N 
��� ���� A ⊂ X × {n0} ����
intγP (A) = intγ(Ãn0

)× {n0} ��� clγP (A) = clγ(Ãn0
)× {n0}. �%�

E� �  �  ��� �
�-� ����

�� ���
� �.�
�
 n0 ∈ N 
��� ���� A ⊂ X × {n0} ����
A �
 �� ��
� ���
� �� (X × N, γP) �� ��� ���# ��

Ãn0
�
 �� ��
� ���
� �� (X, γ). �>�

8�� A ⊂ X × {n0} ��
 
�"� n0 ∈ N� 1# �%�� ��������� intγP
(
clγP (A)

)
= ∅ �


�4��-����� �� intγ(clγ
(
Ãn0

)
)
= ∅�  ���� ��-�
 �>��

�� ��� ���
�����-� 
��� �� ��� �
����  �  ��� 
�� ����

�� A ⊂ X × {n0} ��
 
�"� n0 ∈ N ��� Ãn0
�
 �� 
����� ������
# �� (X, γ)

���� A �
 �� 
����� ������
# �� (X × N, γP). �+�

�����
�� ����
�
# �� ��
 ����"� ���� A �
 � "����
 
�� �� (X × N, γP)�
���� A =

⋃
k∈N

Bk�  ��
� Bk ⊂ X × {n0}� ��� Bk �
 γP $�� ��
� ���
�
��
 ���� k ∈ N� ;���
���� �� �>� B̃k

n0
�
 γ$�� ��
� ���
�� 
� Ãn0

=
⋃

k∈N B̃
k
n0

�
 � "����
 
�� �� (X, γ)�  ���� �
 �"��

�!���

6� �
� �!�� �� �� �
�-� ���� (X×N, γP) �
 � 1��
� 
����� 8�� U ∈ γP \{∅}�
6� ��-� U =

⋃
n∈N

(
Ũn × {n}

)
��� Ũn ∈ γ ��
 n ∈ N� ,!-���
�#� ���
� �.�
�


n1 ∈ N 
��� ���� Ũn1
× {n1} �= ∅� ����� (X, γ) �
 � 1��
� 
�����  � ��-� ����

Ũn1
�
 �� 
����� ������
# �� (X, γ)� 1# �+�� Ũn1

× {n1} �
 �� 
����� ������
#
�� (X × N, γP)�  ���� ��-�
 ���� U �
 �� 
����� ������
# �� (X × N, γP)�
���
� (X × N, γP) �
 � 1��
� 
�����

')%



��� �������	�
���� 
 ������� �� ������

	��
���
 ��� 
���� (Q, TQ)� ,!-���
�#� �� �
 ��� � 1��
� 
����� 8�� {qn}n∈N

!� � 
�4����� �� ��� 
������� ��"!�

� D�� f(x) = qn ��
 x ∈ X × {n}� n ∈ N�
,!-���
�# f : X × N −→ Q� ��� f �
 � ���������
 
�
B������� �

�� ��� ��.� ����
�"�  �  ��� ��
"����� �� �

�"����� ����
  ���� �� �"���
�� 1��
� 
��� �
 1��
� 
����

����	�� ���� "�
 (X, γX) ��	 (Y, γY ) �� ����� �� � ���$��
��� f : X → Y
�� � �������������������� ��	 (X, γX) �� � ����� ����� 
��� (Y, γY ) �� � �����
����� 

D 
 � � �� 8�� {Wn}n∈N !� � 
�4����� �� ���� ��� ���
� 
��
 �� Y� 0�

��  � 
�� 
����

{
intX(f−1(Wn))

}
n∈N

�
 � 
�4����� �� ���� ��� ���
� 
��
 �� X�

0�. n ∈ N� E����� ����

��� 
�� f−1(Wn) �
 ���
� �� X. �?�

������� ��� U ∈γX\{∅}� ����� f �
 
�"�$�����  � ��-� ∅ �=f(U )⊂clY
(
intY (f(U ))

)
�

���
� intY
(
f(U )

)
�= ∅� ����� Wn �
 ���
��  � ��-� intY

(
f(U )

)
∩Wn �= ∅� 
� ���

y0 ∈ f(U )∩Wn� ���
� �.�
�
 x1 ∈ U� 
��� ���� f(x1) = y0 ∈Wn� =�����  � ��-�
x1 ∈ U ∩f−1(Wn)� ��� ���
�4�����#� U ∩f−1(Wn) �= ∅� 0
�" �
!��
�
���

 �� U�
 � �!���� �?��
E� �  �  ��� �
�-� ���� intX

(
f−1(Wn)

)
�
 ���
� �� X� ����� f �
 
�"�$�����$

����
�  � �!���� ���� f−1(Wn) �
 
�"�$����� 
� f−1(Wn)⊂clX
(
intX(f−1(Wn))

)
�

=����� ��� �
�" �?��  � ��-� X = clX
(
intX(f−1(Wn))

)
� ���
� intX

(
f−1(Wn)

)
�
 ���
� �� X�
����� (X, γX) �
 � 1��
� 
����� !# ����
�" )�)�  � ��-� ����

T =
⋂
n∈N

intX
(
f−1(Wn)

)
�
 ���
� �� X.

6�  ��� 
�� ����
f(T ) �
 ���
� �� Y. ���

8��W ∈ γY \{∅}� ����� f �
 � 
�
B������ ��� 
�"�$���������
� 
� ∅ �= f−1(W ) ⊂
clX
(
intX(f−1(W ))

)
� (X, γX) �
 
���� 
� intX

(
f−1(W )

)
�= ∅� ����� T �
 ���
�

�� X� 
� intX
(
f−1(W )

)
∩ T �= ∅� ���� ����
�# "���
 ���� f−1(W ) ∩ T �= ∅�


� ���
� �.�
�
 x0 ∈ f−1(W ) ∩ T � ���
� f(x0) ∈ W ∩ f(T )� 
� W ∩ f(T ) �= ∅�
0
�" �
!��
�
���

 �� W�  � �!���� ����

3�
��-�
�  � ��-� f(T ) ⊂
⋂

n∈NWn� 
� !# ����
⋂

n∈NWn �
 ���
��

1# ����
�" )�)�  � ��-� ���� (Y, γY ) �
 � 1��
� 
����� �

�� ���� �� 	 
 � 
 � � 
 ������� ����� ��-��� 
��� (X, γ)� ��� ��� ���
���

�� 
���

(
X, σ(γ)

)
� �� ��
������
� �� � ���

���� ����������� 
���� (X, T )  ��� !�

� 
��
���� ������ ���� ��� ��� ���
���
 � ��
�-�� ���
(
X, σ(T )

)
� ��� ����
��

')>



�� ����	���� ���� �� �
�������

4��
���� �
�
�
  �����
 ��
(
X, σ(T )

)
�
 � 1��
� ���  ����-�
 (X, T ) �
 � 1��
�


����� �� ��� ��
� �� ���� ��� 
�������� �
 "�
� ��"�������� !����
� ��5�
���
2���
 �� �� ��
� ���
��# ���� �� ��
������
���� �� ���
� ��
�� 2���
 �� 1��
�
���
 ��'&��� =� �-�
� �� "��# ���
���
�����
�  ��2 1��
� 
����
 �
� ��� "�
�
�"��
�����

����� ���� "�
 (X, T ) �� � 
���������� �����% ��	 K ⊂ X ��� ��
 K ��
T �������� 	���� �� ��	 ���
 �� K �� σ(T )��
�����
 ������� 	���� 

D 
 � � �� #������

 8�� U ∈ σ(T )\{∅}� ���� U⊂clT
(
intT (U )

)
� 
� intT (U ) �= ∅�

����� K �
 T $�� ��
� ���
�� ���
� �.�
�
 � ����"��# 
�� V ∈ T ⊂ σ(T ) 
���
���� V ⊂ intT (U ) ⊂ U ��� V ∩K = ∅� ���
� K �
 σ(T )$
�
����# �� ��
� ���
��

��!�����
 8�� U ∈ T \ {∅}� 	���
�#� U ∈ σ(T )� ����� K �
 σ(T )$
�
����#
�� ��
� ���
�� ���
� �.�
�
 � ����"��# 
�� V ∈ σ(T ) 
��� ���� V ⊂ U ���
V ∩ K = ∅� 6� ��-� ∅ �= V ⊂ clT

(
intT (V )

)
� 
� intT (V ) �= ∅� 3�
��-�
�

intT (V ) ⊂ U ��� intT (V ) ∩K = ∅� ���
� K �
 T $�� ��
� ���
�� �

����	�� ���� "�
 (X, T ) �� � 
���������� ����� (X, T ) �� � ����� ����� �� ��	
���
 ��

(
X, σ(T )

)
�� � ���� ����� ����� 

D 
 � � �� #������

 �����
�� ����
�
# �� ��
 ����"� ����
(
X, σ(T )

)
�
 ��� �  ��2

1��
� 
����� ����� ���
� �.�
�
 � ����"��# 
�� U ∈σ(T ) 
��� ���� U=
⋃

n∈NKn�
 ��
� Kn �
� 
�
����# �� ��
� ���
� 
��
 ��

(
X, σ(T )

)
� 1# 8�""� )�+� ��� 
��


Kn �
� T $�� ��
� ���
�� 3�
��-�
� ∅ �= intT (U ) ⊂
⋃

n∈NKn� 
� intT (U ) �

����"��# T $���� ��� T $"����
 
���  ���� ����
�����
 ��� ���� ���� (X, T ) �

� 1��
� 
�����

��!�����
 �����
� ���� (X, T ) �
 ��� � 1��
� 
����� ����� ���
� �.�
�

� ����"��# 
�� U ∈T ⊂σ(T ) 
��� ���� U=

⋃
n∈N

Kn�  ��
� Kn �
� T $�� ��
�
���
�� 1# 8�""� )�+� ��� 
��
 Kn �
� 
�
����# �� ��
� ���
� ��

(
X, σ(T )

)
�

���
� U �
 ����"��# σ(T )$
$"����
 
��  ���� !�����
 �� σ(T )� ���
 ����
�����

��� ���� ����

(
X, σ(T )

)
�
 �  ��2 1��
� 
����� �

��� ���� �� ���
���
���  ��2 1��
� ��� �� ��� �!�-� ����
�" B�
��<�

��� "�
� �������� �.�"����� �� ���
� 
����
� ��� ��

�!����# �� ��"!����� ���$

���
�����
 �����
���� ����������� 
����
 ��� ����
������ ����������� 
����
 
��$
��
�
 ������
 ����
�
���� �
�!��"� ��� 
��
���� ����� �
 ��� 2�� � ����
�" 
�#$
��� ����� �� ��� ��
� �� ����������� 
����
� ��� ���� 
�!
���� �� � 1��
� 
���� �

� 1��
� 
����� ��� !�
�� 4��
���� �
  �����
 ���
 
�������
��� �
 ��
� �
�� �� ���
��
� ��  ��2 1��
� ���� ; 
�"��� ��
����
# �
�" ��� ��.� ����
�" �
 � ������-�
��
 �
 �� ���
 4��
����� =� �-�
� ��� ����
�" �������
 "��� 
�
����
 
�
����

����	�� ���� &�� ���� 
���������� ����� (Y, T ) 
���� �'��
� � ���� �����
���� (X, γ) ���� 
��
 Y ∈ γ ��	 T = γ � Y = {A ∩ Y : A ∈ γ} 
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��� �������	�
���� 
 ������� �� ������
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 � � �� 0�

�� ��
��

 !
��G# � 
������ ��
� T = {Y, ∅}� ����� (Y, T ) �
 � 1��
�

���� ��� ���
���
� �  ��2 1��
� 
����� ��� �� �
 
�F����� �� ��� X = Y ���
γ = T �
�� ����
 ��
�
�  � �

�"� ���� card(T ) ≥ 3�
E� � ���
���
 ��� ��
� card(Y) ≥ ℵ0� :����� card(Y) = n ��� card(T ) = m�

D�� Z = Y ∪ T ������� ���� Z �������
 ���"���
 �� Y �
  ��� �
 
��
 ���
�
����
�� ���"���
 �� Y �� 6�  ��� ��<�� ��� 
�� S ��2��� ���� ������� ��� 
�������
!�� ��� ��� ��"!�

 n ��� m�

�� n ≤ m� ���� ��� S = T � ���  � ��-� card(S) = card(T ) = m ≥ n = card(Y)�
�� n > m� ���� ��� S = Y� ���  � ��-� card(S) = card(Y) = n > m = card(T )�

���
� �� !��� ��
�
� ��� ����� ��� ���4�������
 �
� �
��/ card(S) ≥ card(Y)�
card(S) ≥ card(T ) ��� card(S) ≤ card(Z)�
8�� X2 = 2Z \ Z� ����� card(X2) ≥ card(S) ��� X2 ∩ Z = ∅�
8�� (xξ)ξ<α !� � �
��
<���� 
�4����� ���
�
���� �� ��� ���"���
 �� ��� 
�� X2�

 ��
� α �
 �� �
����� ��"!�
� 	
���� � 
�� X1 =
{
{xξ, xξ+1} : ξ < α

}
�� α �


� ��"�� �
����� �
 X1 =
{
{xξ, xξ+1} : ξ < α − 1

}
∪
{
{xα−1, x1}

}
� �� α �
 ���

� ��"�� �
������ 	���
�#� card(X1) = card(X2) ≥ card(S) ≥ card(T )� �� 
�"����#
��
���
 ���������  � �

�"� ���� �� α �
 ��� � ��"�� �
������  
����� {xξ, xξ+1}
��
 ξ = α − 1�  �  ��� "��� {xα−1, x1}� 8�� X0 ⊂ X1 !� � 
�� 
��� ����
card(X0) = card(T )� 8�� ζ : T → X0 !� �� ��B������� ;���� ��� ����� ���
��������/ �� U ∈ T � ���� ξU  ��� ������ �� �
����� ��"!�
 ��

 ���� α� 
��� ����
ζ(U ) = {xξU , xξU+1}�
D�� X = Y ∪

⋃
U∈T \{Y }{xξU , xξU+1}� 8�� P = {Y, ∅} ∪

{
U ∪ {xξU , xξU+1} :

U ∈ T \ {Y }
}
� �� �
 ��
# �� 
�� ���� (X, γP) �
 
��� ��� γP � Y = T �

6��� �
 ���� �� �� �
 �� 
�� ���� (X, γP) �
 �  ��2 1��
� 
����� �� �
 
�F�����
�� �
�-� ���� ���
� �
� �� ����"��# 
�
����# �� ��
� ���
� 
��
 �� ��� 
����
(X, γP)� �� �
��
 �� �
�-� ���
 �����  �  ��� 
�� ����

�� 
�������� �
 
�
����# �� ��
� ���
�� �&�

8�� x ∈ X ��� ���
���
 ��� 
�� {x}� ;

�"� <

� ����

x ∈
⋃

U∈T \{Y }
{xξU , xξU+1}.

����� ���
� �.�
�
 U ∈ T \ {Y } 
��� ����
x ∈ {xξU , xξU+1} ⊂ U ∪ {xξU , xξU+1}.

0
�" ��� ����
 ���� ζ �
 �� ��B������ ��� X2 ∩ Y = ∅� ��� ��� ��
��# ��������
���� ��� 
�� U ∪ {xξU , xξu+1} ���
 ��� ������� ��# ����"��# �
���
 
�!
��
!�������� �� γP � E� � �

�"� ���� x ∈ Y� ����� X2 ∩ Y = ∅ ��� ��� ��� 
��

�
�" γP �.���� �� Y ��� ∅ ��-� ����"��# ����

������  ��� X2�  � ��������
���� Y ��
 �� ����"��# �
���
 
�!
�� !�������� �� γP � ���
�  � �!���� �&��
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�#� �&� �"����
 ���� ���
� �
� �� ����"��# 
�
����# �� ��
� ���
� 
��

�� (X, γP)� 
� (X, γP) �
 �  ��2 1��
� 
�����
E� �  � ���
���
 ��� ��
� card(Y) < ℵ0� 	���
�#� card(T ) < ℵ0� D�� T =

{U1, . . . , Uk}� 8�� X0 !� � 
�� �� 
��� ��"!�

 x1, x2, . . . , xk, xk+1 
��� ����
xi �∈ Y ��
 i = 1, 2, . . . , k + 1 ��� xi �= xj ��
 i �= j� D�� X = Y ∪ X0�
8�� ζ : T →

{
{xi, xi+1} : i = 1, 2, . . . , k

}
!� � �������� ��<��� �
 ����� 


ζ(Ui) = {xi, xi+1} ��
 i = 1, . . . , k� 8�� P = {∅, Y } ∪
{
Ui ∪ {xi, xi+1} : Ui �= Y

}
�

�� �
 ��
# �� 
�� ���� (X, γP) �
 
��� ��� γP � Y = T �
��"���
 �� ��� ��
� card(Y) ≥ ℵ0� ��� ��� 
�� ���� (X, γP) �
 �  ��2 1��
�


����� �

&� 	���$���'��( �� �)!  ��#�" ���

*!�!���!� �� �"�*���" $�������!$

��� ��
"������# �� ��� �
�� �� �
��
���-� ��� ��"���� ��������
 �
 ��� ���<��
�
�� �)�� �+�� �'+�� �))�� �)>�� �)?�� �)���� ���
���
��  �  ��� 
��
� ��� ���
���
�����

�� ���
 
������  ��� �������� ��� ����� ��� ��<������
�
8�� (X, γ) !� 
��� ��� f : (X, γ) → (X, γ)� 6� 
�# ���� f �
 � 
�����
�(�

����
��� �� �� ���<�
 ��� ����� ��� ���������

��
 �-�
# ���
 �� ����"��# γ$���� 
��
 U ��� V

���
� �
 � ��
���-� ������
 n 
��� ���� fn(U ) ∩ V �= ∅. ���

; �������� f �
 ������ � ����	�� ����
��� ��

���
� �
 � γ$���
� 
�� A ⊂ X 
��� ����

��
 ���� x ∈ A ��� �
!�� Θf (x) �
 γ$���
�� �::,�

�� � �������� f ���<�
 ��� ���������

���
� �
 � ����� x0 ∈ X 
��� ���� ��� �
!�� Θf (x0) �
 γ$���
�� �:,�

����  � ���� �� � �����
 ����	�� ����
����
�� �
 ��� ��F���� �� ������

	
��
� ����

��� H-�
# ��"���� �������� �
 �  ��2�# ��"���� ���������

�!� H-�
# ��"���� �������� �
 � �
��
���-� ���������

=� �-�
� �-�� �� ����������� 
����
� ���������
 ���� �::,�� �:,� �
� ���
�4��-����� ��'��� �)'���
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��� �������	�
���� 
 ������� �� ������

�� ����

 ���� �� 
��
����� ��
 ���������
 ���� ��� �� �!���� �4��-������ �� ���
�!�-� ������
� � ��
������
 
��� "�# !� ���#�� !# ��� ����� ��� ��������� �"��
��
�� ��� 
���� (X, γ)/

��
 ���� ����"��# 
�� U ∈ γ ��� ���� {x1, . . . , xn} ⊂ X

 � ��-� intγ
(
U \ {x1, . . . , xn}

)
�= ∅. �:�

,!-���
�#� ���
� �.�
�
 
����  ���� ���
 ��� ��-� �
���
�# �:��
�� �
 ��
# �� ������ ���� �� (X, γ) ��
 �
���
�# �:� ���� ��� ������
 ��  ��2�#

��"���� �������� ��� ��"���� �������� !���"� �4��-������
�� ��� �
�-���
 
������ �� ��� ����
�  � ��-� ���
���
�� ����
�
���� �
��
�����

�
�" ��� (X, γ) �� ���
(
X, σ(γ)

)
� �� ��
������
� �
��
����� �
�" � �����������


���� (X, T ) �� ����
���� !# ��
 ���
(
X, σ(T )

)
� 0
�" ��� ����� �� -�� �� ���

���
���
�����
 ��� �� ���
 ����
� �� 
��"
 �� !� ����
�
���� �� 
���# ��� �
�!��"
�� �4��-������ �� �
��
���-��#� ��"���� �
���
�# ���  ��2�# ��"���� �
���
�# �

 ��� �
 ��

�!����# �� "����� �
��
����� �� ���
� �
���
���
 ��
 ��� 
�"� ��������
���
���
�� �� (X, T ) ���

(
X, σ(T )

)
� ��� 
�
���
 �����
���� ���
 �
�!��" �
�

�
�
����� �� ����
�" %�% ��� I�"�
2 %�>�
6� 
��
� ��
 ���
���
�����
  ��� ��� ����� ���


	����
�
�� ���� �� ���� (X, γ) ��� ������

 �:�� ����
(
X, σ(γ)

)
��
 �
��$

�
�# �:��

D 
 � � �� 8��W ∈ σ(γ)\{∅}� �����W ⊂ clγ
(
intγ(W )

)
� 0�. �����
 x1, x2, . . . , xm�

6�  ��� 
�� ����

���
� �.�
�
 U ∈ σ(γ) \ {∅} 
��� ���� U ⊂W \ {x1, x2, . . . , xm}. �*�

D�� U=intγ
(
W\{x1, x2, . . . , xm}

)
�6� ��-� U⊂clγ

(
intγ(W\{x1, x2, . . . , xm})

)
=

clγ
(
intγ(intγ(W \ {x1, x2, . . . , xm}))

)
= clγ

(
intγ(U )

)
� 
� U ∈ σ(γ)�

;�� ���� �
 ���� �
 �� 
�� ���� U �= ∅� ,!-���
�#� intγ(W ) �= ∅� 
� �
���
��� �

�"����� ���� (X, γ) ��
 �
���
�# �:��  � �������� ���� ���
� �.�
�

B ∈ γ \ {∅} 
��� ���� B ⊂ intγ(W ) \ {x1, x2, . . . , xm} ⊂ W \ {x1, x2, . . . , xm}�
���
���
�� U = intγ

(
W \ {x1, x2, . . . , xm}

)
�= ∅� �

6� �� ��
� �� ��
 "��� �
�!��"�
0�

��  � ��# ��� 
����
J
 ��������� �� ��� ���� ���� ��� �
���
 �� ����
�"
 %�%

��� %�& �
� ���
� �� ��� �
���
 �� ��������
 ����
�"
 ���
���
�� ��
� �� ��� ���$
��.� �� ��� ������ �)(��� =� �-�
� �� ���
� ����
�"
�  � ��"�� �� �!���� �
  ��2
�

�"�����
 �
 ��

�!��  ���� ��� �� �����
���� �:� �
���
�# �� ����
�" %�%
��� �:� ��� ��,D� �
���
���
 �� ����
�" %�&� ���
���
�� �-�� ��������
 ���$

���
�����
 ������� 
�!��� ��5�
����
� 0�
 ���� 
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���  � �
�
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� �
���
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')&



�� ����	���� ���� �� �
�������

����	�� ���� "�
 (X, γ) �� ���� ��
� ������

 �:� ��	 ���� 
��

(
X, σ(γ)

)
�� � ����� ����� ��
� � ����
���� ���� "�
 f : (X, γ) → (X, γ) �� ��������
� 
����% 
�� ��������� ���	�
���� ��� ����(����
)

��� f : (X, γ) → (X, γ) �� 
�����
�(�*

���� f : (X, γ) → (X, γ) �� ����	��*

����� f : (X, γ) → (X, γ) �� �����
 ����	��*

��-� f :
(
X, σ(γ)

)
→
(
X, σ(γ)

)
�� 
�����
�(�*

�-� f :
(
X, σ(γ)

)
→
(
X, σ(γ)

)
�� ����	��*

�-�� f :
(
X, σ(γ)

)
→
(
X, σ(γ)

)
�� �����
 ����	�� 

D 
 � � �� ��� 
���"� �� ��� �
��� �
 �
 ����� 
/ (�) ⇒ (�-) ⇒ (-) ⇒ (��) ⇒ (���) ⇒
(-�) ⇒ (�)�

(�) ⇒ (�-) 8�� U, V ∈σ(γ)\{∅}� ����� U⊂clγ
(
intγ(U )

)
� ��� V ⊂clγ

(
intγ(V )

)
�

	���
�#� intγ(U ) �= ∅ �= intγ(V )�  ���� ����� 
 �
�" ��� ���� ���� (X, γ) �
 
����
1# ���� ���
� �.�
�
 k 
��� ���� fk

(
intγ(U )

)
∩ intγ(V ) �= ∅� ��� ������ fk(U ) ∩

V �= ∅�  ���� ��-�
 ��-��
(�-) ⇒ (-) E����� <

� ���� ��� �

�"����� �� f : (X, γ) → (X, γ) !����

�

�
����� �"����
 ���� f :
(
X, σ(γ)

)
→
(
X, σ(γ)

)
�
 ���������
�

8�� {V1, V2, . . . } !� � !�
� �� ��� 
����
(
X, σ(γ)

)
���
�
���� �� ����"��# 
��
�

0�
 i ∈ N ��� Wi=
⋃∞

n=0 f
−n(Vi)� 0
�" ���������# �� f :

(
X, σ(γ)

)
→
(
X, σ(γ)

)
��� �
�" ��� ���� ����

(
X, σ(γ)

)
�
 ����  � �������� ���� ��
 ��# i ∈ N

 � ��-� Wi ∈ σ(γ)� 0�. i0 ∈ N� 6�  ��� 
�� ���� ��� 
�� Wi0 �
 σ(γ)$���
��
8�� U ∈ σ(γ) \ {∅}� 1# ��-�� ���
� �.�
�
 ki0 ∈ N 
��� ���� fki0 (U ) ∩ Vi0 �= ∅�
=����� f−ki0 (Vi0) ∩ U �= ∅� 
� Wi0 ∩ U �= ∅� ��� ���
 ��� 
�� Wi0 �
 σ(γ)$���
��
1# ����
�" )�)� ��� 
��

⋂
i∈NWi �
 σ(γ)$���
��

E� � ���
���
 � ����� x ∈
⋂

i∈NWi� 6�  ��� 
�� ���� ��� �
!�� �� x �

σ(γ)$���
�� 8�� U ∈ σ(γ) ��� U �= ∅� ���
� �.�
�
 i1 ∈ N 
��� ���� Vi1⊂ U�
,!-���
�#� x ∈ Wi1 ��� ���
� �.�
�
 n0 ∈ N ∪ {0} 
��� ���� x ∈ f−n0(Vi1)�

� fn0(x) ∈ Vi1 ⊂ U� 6� ��-� 
�� � ���� ���� ����� �� σ(γ)$���
� 
��

⋂
i∈NWi

��
 � σ(γ)$���
� �
!���
(-) ⇒ (��) 8�� W ∈ γ \ {∅}� 6�  ��� 
�� ���� ��� 
�� W �������
 � �����

 ��� � γ$���
� �
!��� 	���
�#� W ∈ σ(γ)� 1# �-�� ���
� �.�
�
 � ����� xW ∈
W 
��� ���� Θf (xW ) �
 σ(γ)$���
�� 6�  ��� 
�� ���� Θf (xW ) �
 γ$���
��
8�� V ∈ γ \ {∅} ⊂ σ(γ)� ����� V ∩ Θf (xW ) �= ∅� �� <��
� ��� �
��� �� ���

�"���������� �� �
 
�F����� �� ������ ���� ��� 
��

{
xW :W ∈ γ \ {∅}

}
�
 γ$���
��

(��) ⇒ (���) ���
 �"��������� �
 ��
"������ �!�-� �
 I�"�
2 %�' ����
(���) ⇒ (-�) 8�� x0∈X !� 
��� � ����� ���� ��� �
!��Θf (x0) �
 γ$���
�� 6�  ���


�� ���� Θf (x0) �
 σ(γ)$���
�� 8�� W ∈ σ(γ) \ {∅}� ����� W ⊂ clγ
(
intγ(W )

)
�

,!-���
�#� intγ(W ) ∈ γ \ {∅}� ����� Θf (x0) �
 γ$���
�� ���
� �.�
�
 k ∈ N 
���
���� fk(x0) ∈ intγ(W ) ⊂W�

')*



��� �������	�
���� 
 ������� �� ������

(-�) ⇒ (�) 8�� x0∈X !� � �����  ��� σ(γ)$���
� �
!�� Θf (x0)� ����� γ⊂σ(γ)�
Θf (x0) �
 γ$���
�� 8�� U, V ∈ γ \ {∅}� ����� ��� 
��
 U ��� V ������� �����

�� ��� �
!�� Θf (x0)� 8�� m0 = min

{
m ∈ N ∪ {0} : fm(x0) ∈ U

}
��� n0 =

min
{
n ∈ N ∪ {0} : fn(x0) ∈ V

}
�

;

�"� <

� ���� m0 < n0 ��� ��� k0 = n0 − m0� ����� fk0
(
fm0(x0)

)
=

fn0(x0) ∈ V� 
� fk0(U ) ∩ V �= ∅�
E� � �

�"� m0 ≥ n0 ��� ��� L =

{
i ∈ N∪{0} : n0 ≤ i ≤ m0∧f i(x0) ∈ V

}
�

	���
�#� L �
 ����"��# <���� 
��� 1# �
���
�# �:�� ���
� �.�
�
 � ����"��# 
��
V ∗∈ γ 
��� ���� V ∗⊂ V \

{
f i(x0) : i ∈ L

}
� ����� Θf (x0) �
 γ$���
�� ���
� �.�
�


q ∈ N ∪ {0} 
��� ���� fq(x0) ∈ V ∗ ⊂ V� 6� ��-� q > m0� ������� �� q ≤ m0�
���� q ∈ L�  ���� ����
�����
 ��� ���� ���� fq(x0) ∈ V ∗� D�� t = q −m0� �����
f t
(
fm0(x0)

)
= fq(x0) ∈ V� 
� f t(U ) ∩ V �= ∅�

���
 ��"�����
 ��� �
��� ���� f : (X, γ) → (X, γ) �
 �
��
���-�� �

��� �����

 �� ��� ����
 ��-� ��� �
��!��
��� #��  �����
 ��� �

�"�����
�� ��� 1��
� �
���
�# �� ��� �!�-� ����
�" ����� !� �"��
�� �� ��� 
���� (X, γ)
��
���� ��

(
X, σ(γ)

)
�

	
��
� ���� ,!-���
�#� �� ����
�" %�%�  � ��� ���
���
 � ����������� 
����
��
���� �� 
����

�� -�� �� ��� ��
���
 ���
���
�����
� ��� ���-�

� 
�������� 
��"
 �� !� ��$
��
�
����� �����  � ��-� � <.�� 
��� (X, γ) ��� � ����������� 
����

(
X, T (γ)

)
����
���� !# (X, γ) ��*���  ��
� T (γ) = {A ⊂ X : ∀B∈γA∩B ∈ γ}� �
 �� ��

�!��
�� �
�-� � ����
�" ��������
 �� ����
�" %�%7 6�  ��� 
��
� ��
 ���
���
�����

 ��� ��
"������� � � ��
��# 
��� !�� �
���� ��""�
 ���  ��� �� �.�"��� 
�� ���

�"� ��F����# �� ��� 
���# �� ���
 �

���

����� ���� "�
 (X, γ) �� ���� �� A ⊂ X �� γ�	����% 
��� A �� T (γ)�
�	���� �

8�� (X, γ) !� 
���� ,�� ��� ��
��# �������� ���� �� � �������� �
 γ$�
��
���-��
���� �� �
 T (γ)$�
��
���-�� ��� ���-�

� �"��������� �
 ��� �
���  ���� "�# !�
����
�
���� !# ��� ����� ��� �.�"����

������� %�?� 8�� T[0,1] =
{
A ∩ [0, 1] : A ∈ TN

}
�  ��
� TN �
 ��� ����
��

�������# �� R� D�� X = [−1, 1] × [0, 1]� Y = [−1, 0] × [0, 1]� Z = [0, 1] × [0, 1]�
γY =

{
Y \ A : card(A) < ℵ0

}
∪ {∅}� γZ =

{
U × [0, 1] : U ∈ T[0,1]

}
∪ {∅} ���

γ =
{
A ∪ B : A ∈ γY ��� B ∈ γZ

}
� ����� (X, γ) �
 
���  ��� �
���
�# �:��

8�� ϕ : [0, 1] → [0, 1] !� ��-�� !# ��� ��
"��� ϕ(x) = 1 − |2x − 1| ��� ���
���

��� "�� ψ : X → X ��<��� �� ��� ����� ���  �#/ ψ(x) = (0, 0) ��
 x ∈ Y ���
ψ(x) =

(
ϕ(x1), 0

)
��
 x = (x1, x2) ∈ Z� ����� ψ :

(
X, T (γ)

)
→
(
X, T (γ)

)
�


�
��
���-� !�� ψ : (X, γ) → (X, γ) �
 ��� �
��
���-��

'%(



�� ����	���� ���� �� �
�������

�� ����

 ���� ��  � �"��
� �� ���������� ��������� �� ��� 
���� (X, γ)
���
���
 ������ �
���
�# ��,D���  � �!���� �4��-������ �� γ$�
��
���-��# ���
T (γ)$�
��
���-��#�  ����  ��� !� 
�� � �� ����
�" %�&�
6�  ��� 
�# ���� 
��� (X, γ) ��
 �
���
�# ��,D�� ��/

��
 ���� ����"��# 
�� U ∈ γ ���
� �.�
�
 � ����"��# 
��

V ∈ T (γ) 
��� ���� V ⊂ U.

E����� ���� 
��� (X, γ) �� H.�"��� %�? ���
 ��� ��-� �
���
�# ��,D��
8�� �
 ���� ��� "�
� ����
�" �"��
���� ��
 ��
 ���
���
�����
�

����	�� ���� �� ���� (X, γ) �� � ���� ����� ����� ��	 ��� ������

 ��,D�%

���

(
X, T (γ)

)
�� � ����� ����� 

D 
 � � �� �����
�� ����
�
# �� ��
 ����"� ����
(
X, T (γ)

)
�
 ��� � 1��
� 
�����

���
� �.�
�
 � ����"��# 
�� U ∈ T (γ) 
��� ���� U =
⋃

n∈NKn�  ��
� Kn

�
� T (γ)$�� ��
� ���
�� 6� ��-� U ∈ γ� 6�  ��� 
�� ���� ��� 
��
 Kn �
�
γ$
�
����# �� ��
� ���
�� 8�� W ∈ γ \ {∅}� 1# �
���
�# ��,D�� ���
� �.�
�

� ����"��# 
�� W0 ∈ T (γ) 
��� ���� W0 ⊂ W� ����� Kn �
� T (γ)$�� ��
�
���
�� ���
� �.�
�
 � ����"��# 
�� V ∈ T (γ) 
��� ���� V ⊂W0 ��� V ∩Kn = ∅�
���
 ��� 
��
 Kn �
� γ$
�
����# �� ��
� ���
�� 6� ��-� 
�� � ���� ����"��#

�� U ∈ γ �
 γ$
$"����
�  ���� ����
�����
 ��� �

�"����� ���� (X, γ) �
 �  ��2
1��
� 
����� �
����	�� ���� "�
 (X, γ) �� � ����� ���� ��
� ������
��� ��+,� ��	 �-� ��	
���� 
��
 
�� �����

(
X, T (γ)

)
��� � ����
���� ���� "�
 f : (X, γ) →

(
X, T (γ)

)
�� � ���
������ ����
��� ����% 
�� ��������� ���	�
���� ��� ����(����
)

��� f : (X, γ) → (X, γ) �� 
�����
�(�*

���� f : (X, γ) → (X, γ) �� ����	��*

����� f : (X, γ) → (X, γ) �� �����
 ����	��*

��-� f :
(
X, T (γ)

)
→
(
X, T (γ)

)
�� 
������
�(�*

�-� f :
(
X, T (γ)

)
→
(
X, T (γ)

)
�� ����	��*

�-�� f :
(
X, T (γ)

)
→
(
X, T (γ)

)
�� �����
 ����	�� 

D 
 � � �� ��� 
���"� �� ��� �
��� �
 �
 ����� 
/ (���) ⇒ (-�) ⇒ (-) ⇒ (�-) ⇒
(�) ⇒ (��) ⇒ (���)�

(���) ⇒ (-�) �� ����� 
 �
�" 8�""� %�+�
(-�) ⇒ (-) 8�� x0 ∈ X !� 
��� ���� ��
 �
!�� Θf (x0) �
 T (γ)$���
�� 6�  ���


�� ����
��
 ��# i > 0 ��� ����� f i(x0) ��
 T (γ)$���
� �
!���

0�. i0 > 0� 6� ��-� Θf

(
f i0(x0)

)
=
{
f i0(x0), f

i0+1(x0), f
i0+2(x0), . . .

}
� 8��

U ∈T (γ)\{∅}�6� ��-� U∈γ\{∅}� 	��
���
 ��� 
�� U\
{
x0, f(x0), . . . , f

i0−1(x0)
}
�

'%'



��� �������	�
���� 
 ������� �� ������
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