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������� ��������� �	 ���
����� �	 ��
��������
� �����
���� 	�� ������ ����
��� ������� �	 ������ ������������������ ��
������ 	��� ���
����� ε = 0�

�� ��������� �� � � !"�#$��

�� �������	 
�� �����	������ �	������ ��	 �����	 ���
��� �� ��
��	�������	�
��
��� ���
���� ��
� � ����� ��	���
�	 ε

ẋ(t)− Φ(t)

b∫
a

[
A(s)x(s) +B(s)ẋ(s)

]
ds

= f(t) + ε

b∫
a

[
K(t, s)x(s) +K1(t, s)ẋ(s)

]
ds, ���

lx(·, ε) = α ε Rp ���

��� 
�� �
	�
	� �� 
�� ��
 �� �
� ���
���� �� 
�� ����� D2[a, b] �� �������������
�����
��� ���
������ ����	��
����� ���
�	 ���
����

x = x(t, ε) : x(·, ε) ∈ D2[a, b], ẋ(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C(0, ε0].

��	�� A(t), B(t)� Φ(t)� K(t, s), K1(t, s)� f(t) �	� (m × n), (m × n), (n × m),
(n × n), (n × n) ��� (n × 1) ��
	����� 	�����
������ ��
� ��
	��� �	�� 
��
����� L2[a, b]� α = col(α1, α2, α3, . . . , αp) ε Rp� l �� � ������ �����	 ���
�	
���
����� �� ��� �� 
�� ����� D2[a; b]� l = col(l1, l2, l3, . . . , lp) : D2[a; b] → Rp�
li : D2[a; b] → R! "�� ������ �� 
�� ��
	�# Φ(t) �	� ������ 
� �� �����	
����������
 �� [a, b]!

�© ����  ����������� !�����
��" #����� $����� �	 #��������
����  ������� � � � #
� % � � � & �� � � � 	 � � � � � ��' �()�*" (*+�*" (*)�*�
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�

��  	�
 �������	 
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�� �	����� ���� ��� ������� 
� 
�� %	������ ����
�n �= p� ��� ��
��� ���	��
��� �����
���� �� ���
��� �� 
��� �	����� �	�� 
��
����
 ε = 0!

&�	����� ��
� 
�� ���'�� ��	
	��� �����	������ �	����� ���� ���� �� ����
����	 
�� ��������� ����	�
��� �����	������ �	����� �ε = 0�(

ẋ(t)− Φ(t)

b∫
a

[
A(s)x(s) +B(s)ẋ(s)

]
ds = f(t), �)�

lx(·) = α ε Rp. �*�

+���� 
��
 
�� �����	������ �	����� �)�� �*� ���� ��
 ���� ���
���� ��	
�	��
	�	� �����������
��� f(t)εL2[a, b] ��� αεRp! "��� ����	���� 
� ,�-�
�� ��� ��	���
� 
�� ��������� �	�
�	��� ��	 
�� ���������
� �� �����	������
�	����� �)�� �*�!

������� �� ��� rankQ = n2 ≤ min(p, r1)� ��� ����	�
���� ��
����������
������ �)�� �*� �f(t) = 0, α = 0� ��������� ������� r2 �r2 = r1 − n2� ��
�����
�
����
��
� �������
� �� ��� �����

x(t, cr2) = Ψ0(t)PDr1
PQr2

cr2 , cr2εR
r2 ,

r1 = m+ n− rankD, r2 = m+ n− rankD − rankQ.

��� �
����	�
���� ������ �)�� �*� �� ������� �� �
� �
�� �� f(t)εL2[a, b] �
�
αεRp ������� ��
�����
�

PD∗
d1
b̃ = 0, PQ∗

d2

(
α− l

(
F (·)))= 0, �.�

d1 = m− rankD, d2 = p− rankQ.

�
 ���� ����� ��� ������ �)�� �*� ��������� �
 r2���������� ������ �� �������
�

x(t) = Ψ0(t)PDr1
PQr2

cr2 +Ψ0(t)PDr1
Q+

(
α− l

(
F (·)))+ F (t),

����� Q = lXr1(·) �� �
 p× r1 ������� ��� ������ Q
+ �� �������
����� ��
 ���

 ����!"�
���� ��
��� ,�- �� ��� ������ #�

F (t) = f̃(t) + Ψ0(t)D
+b̃, Xr1(t) = Ψ0(t)PDr1

�� �
 n× r1 �������

D =

⎡
⎣Im −

b∫
a

[
A(s)Ψ(s) +B(s)Φ(s)

]
ds,−

b∫
a

A(s) ds

⎤
⎦

�� �
 m× (m+ n) �������

$�



���
� ��������� ������������� �������	���

��	��

Ψ(t) =

t∫
a

Φ(s) ds, Ψ0(t) =
[
Ψ(t), In

]

�� n× (n+m) ��
	�#�

b̃ =

b∫
a

[
A(s)f̃(s) +B(s)f(s)

]
ds.

PQ, PQ∗ �	� r1 × r1� p × p ��
	����� �	
���	�/��
�	� ��
��� �	�� Rr1, Rp ��
�

�� '�	��� ��� ��'�	��� �� 
�� ��
	�# Q� 	�����
�����! "�� ��
	�# PQr2

�PQ∗
d2
�

�������� �� � ������
� ���
�� �� r2 �d2� �����	�� ����������
 ������ �	����
�� 
�� ��
	�# PQ(PQ∗)! PD� PD∗ �	� (m+n)× (m+n)� m×m ��
	����� �	
���
�	�/��
�	� ��
��� �	�� Rm+n, Rm ��
� 
�� '�	��� ��� ��'�	��� �� 
�� ��
	�# D�
	�����
�����! "�� ��
	�# PDr1

(PD∗
d1
) �������� �� � ������
� ���
�� �� r1 �d1�

�����	�� ����������
 ������ �	���� �� 
�� ��
	�# PD(PD∗)!

�� ��
��� ���	��
��� �����
���� �� ���
��� �� ���'�� ��	
	��� ���
��� �1�
�	�� 
�� ����
 ε = 0 ,)-! 0����
���� �� ���
��� �� ���'�� ��	
	��� ���
���
�� �����	 ��
��	������	��
��� ���
���� �	�� 
�� ����
 ε = 0! �� �	����� �� �
�
�	�
��� �	����	� �����	���  ����� ���
���� �� 
�� ��	
 �� 1�	��
 ��	���!

0������	 
�� ���� ���� ��� �� 
�� �����
���� �5� �� ��
 �� ����! "��� 
��
�����	������ �	����� �3�� �4� ���� ��
 ���� ���
����!

2
 �� �� ��
�	��
 
� �����3� ���
��	 �
 �� �������� 
� ��'� 
�� �	����� �3�� �4�
�������� �� ��
	������ �����	 ��	
	��
��� ��� ��� 
�� ���� �� ����
��� �����	 
�

��� ���
���� ��
�	���� 
�� ��	
	��
��� K(t, s) ��� K1(t, s) 	���	�� 
� ��'�

�� �����	������ �	����� �1�� �2� ���	����	� ��������!

%� ��&� "�'($�

4	 ��� �� 
� ��
������ �����
���� ��	 
�� �#��
���� ��� ������� �� ����	�
��
��	 
�� ����
	�
��� �� 
�� ���
��� x = x(t, ε) �� 
�� �����	������ �	�����
���� ���!

"�� ����	�� ��
��� ��� ��	 
�� �������� �� 
�� ����� �	����� �� ����� ��

�� ����	���3�� ����	�� ���	�
�	� ,�-� ,�-� ,*- ��� 
�� 5����'�1��
�	��' ��
���
,.-� ,$-!

+���� 
�� 5����'�1��
�	��' ��
��� ,.-� ����� ������ 
�  �� ����
��� �����
 ����
� �� 
�� �	����� ���� ��� �� 
�� ��	� �� �����	���
 ��	���

x(t, ε) =

∞∑
k=−1

εkxk(t, ck) =
x−1(t, c−1)

ε
+ x0(t, c0) + εx1(t, c1) + · · · �$�

$)



������ �������	
�

6��
�

��� 
�� ��	��� �$� �� 
�� �����	������ �	����� ���� ��� ��� ���
�

�� ���7����
� �� 
�� ���� ����	� �� ε!

��������� 	�
���� "�� �	����� �� ��
�	����
��� �� 
�� ���7����
 x−1(t, c−1)
�� 
�� 
�	� ��
� ε−1 �� 
�� ��	��� �$� �� 	����� 
� 
�� �	����� ��  �����
���
���� �� 
�� ���������� �����	������ �	�����(

ẋ−1(t, c−1)− Φ(t)

b∫
a

[
A(s)x−1(s, c−1) +B(s)ẋ−1(s, c−1)

]
ds = 0,

lx−1(·, c−1) = 0.

8� ��	
� �� "���	�� �� 
�� ���������� �	����� �� ������ �������� ��� ����
������ �� r2���	���
�	 �r2 = r1−n2� ������ �� ���
���� x−1(t, c−1) = Xr2(t)c−1�
���	� 
�� r2������������ ���
�	 ����� c−1εR

r2 �� ��
�	����� �	�� 
�� ������

��� �� ���������
� �� 
�� �	����� ��� ��	 ��
�	������ 
�� ���7����
 x0(t, c0)
�� 
�� ��	��� �$��

Xr2(t) = Ψ0(t)PDr1
PQr2

�� �� n× r2 ��
	�#!

"�� �	����� ��� ��	 ��
�	������ 
�� ���7����
 x0(t, c0) �� 
�� 
�	� ��
� ε0

�� 
�� ��	��� �$� 	����� 
� 
�� �	����� ��  ����� ���
���� �� 
�� ���������
�����	������ �	�����

ẋ0(t, c0)− Φ(t)

b∫
a

[
A(s)x0(s, c0) +B(s)ẋ0(s, c0)

]
ds = f0(t), �9�

lx0(·, c0) = α, �:�

���	� �����������
� �� 
�� �	����� �9�� �:� �� ��
�������� �� 
�� ��	���

f0(t) = f(t) +

b∫
a

[
K(t, s)x−1(s, c−1) +K1(t, s)ẋ−1(s, c−1)

]
ds.

8� ��	
� �� "���	�� �� 
�� �	����� �9�� �:� �� �������� �� ��� ���� �� f0(t)εL2[a; b]
��� αεRp ��
���� 
�� ��������� �����
����

PD∗
d1
b̃0 = 0, PQ∗

d2

(
α− l

(
F0(·)

))
= 0, �;�

$*



���
� ��������� ������������� �������	���

���	�

F0(t) = f̃0(t) + Ψ0(t)D
+b̃0,

b̃0 =

b∫
a

[
A(s)f̃0(s) +B(s)f0(s)

]
ds,

f̃0(t) =

t∫
a

f0(s) ds.

6��
�

��� x−1(t, c−1) = Xr2(t)c−1 �� ���
���� �;�� �� �		��� �
 
�� ���������
���
��� �� �����	��� ���
���� ��	 c−1εR

r2

B1c−1 = −PD∗
d1
b̃, B2c−1 = PQ∗

d2

(
α− lF (·)) ��<�

���	�

B1 :=PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)L̃(s) +B(s)L(s)

]
ds, ����

B2 :=PQ∗
d2
l

⎛
⎝L̃(t) + Ψ0(t)D

+

b∫
a

[
A(s)L̃(s) +B(s)L(s)

]
ds

⎞
⎠. ����

L(t) =

b∫
a

[
K(t, s)Xr2(s) +K1(t, s)Ẋr2(s)

]
ds, L̃(t) =

t∫
a

L(s) ds,

��	� L(t), B1, B2 �	� n×r2� d1×r2� d2×r2 ��
	���� ��
� ��������
� ���������

� 
�� ����� L2[a; b]! "�� ���
��� ��<� �	� �������� �� ��� ���� �� 
�� ���������
�����
����

PB∗
1
PD∗

d1
= 0, PB∗

2
PQ∗

d2
= 0 ��)�

�	� ��
�� ��! ��	� PB∗
1
, PB∗

2
�	� d1×d1, d2×d2 ��
	����� �	
���	�/��
�	� ��
���

�	�� Rd1, Rd2 ��
� 
�� ��'�	��� �� 
�� ��
	���� B1 ��� B2� 	�����
�����!

"��� �� 
�� ����� ���	� �����
���� ��)� �	� ��
�� ��� �� ��
 
�� �����	���
���
���

B0c−1 = g−1 ��*�

���  �� � ����
��
 c−1εR
r2 (

c−1 = B+
0 g−1,

���	�

g−1 :=

[
−PD∗

d1
b̃

PQ∗
d2

(
α− lF (·))

]
, B0 :=

[
B1

B2

]
,

$.



������ �������	
�

B0 �� �� (d1 + d2)× r2 ��
	�#� 
�� ��
	�# B+
0 �� ���������	�� ��� 
�� =��	��

�&��	��� ������ ,�- 
� 
�� ��
	�# B0! 2� 
�� �����
���� ��)� �	� ��
�� ��� 
���

�� �	����� �9�� �:� ��������� �� r2���	���
�	 ������ �� ���
����

x0(t, c0) = Xr2(t)c0 +Ψ0(t)PDr1
Q+

(
α− lF0(·)

)
+ F0(t),

���	� c0 �� �� r2������������ ����
��
 ���
�	 ��
�	����� �� 
�� ��#
 �
��� �� 
��
�	����� �	�� 
�� �����
��� �� ���������
� �� 
�� �	����� �� ��
�	����
��� �� 
��
���7����
 x1(t, c1) �� 
�� ��	��� �$�!

"�� �	����� �� ��
�	����
��� �� 
�� ���7����
 x1(t, c1) �� 
�� 
�	� ��
� ε1

�� 
�� ��	��� �$� 	����� 
� 
�� �	����� �� ��
�	����
��� �� ���
���� �� 
��
��������� �����	������ �	�����(

ẋ1(t, c1)− Φ(t)

b∫
a

[
A(s)x1(s, c1) +B(s)ẋ1(s, c1)

]
ds = f1(t), ��.�

lx1(·, c1) = 0, ��$�

��	� �����������
� �� 
��� �	����� �� ��
�������� �� 
�� ��	���

f1(t) =

b∫
a

[
K(t, s)x0(s, c0) +K1(t, s)ẋ0(s, c0)

]
ds.

"�� �����
���� �� ���������
� �� 
�� �	����� ��.�� ��$�

PD∗
d1
b̃1 = 0, PQ∗

d2
l
(
F1(·)

)
= 0. ��9�

+���	������

F1(t) = f̃1(t) + Ψ0(t)D
+b̃1,

b̃1 =

b∫
a

[
A(s)f̃1(s) +B(s)f1(s)

]
ds,

f̃1(t) =

t∫
a

f1(s) ds.

�� ���
�

� x0(t, c0) = Xr2(t)c0 + F0(t) + Ψ0(t)PDr1
Q+

(
α − lF0(·)

)
�� ��9�

��� ��
��� ������	�� 
� ��<� �����	��� ���
���� ��	 c0εR
r2

B1c0 = −PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)M̃0(s) +B(s)M0(s)

]
ds, ��:�

$$



���
� ��������� ������������� �������	���

B2c0 = −PQ∗
d2
l

⎛
⎝M̃0(·) + Ψ0(·)D+

b∫
a

[
A(s)M̃0(s) +B(s)M0(s)

]
ds

⎞
⎠. ��;�

"�� ���
���� ��:�� ��;� �	� �������� �� ��� ���� �� 
�� �����
���� ��)� �	� 
	��
���	�

M0(t) =

b∫
a

[
K(t, s)

(
F0(s) + Ψ0(s)PDr1

Q+
(
α− lF0(·)

))

+K1(t, s)
(
F0(s) + Ψ0(s)PDr1

Q+
(
α− lF0(·)

))′]
ds,

M̃0(t) =

t∫
a

M0(s) ds.

"��� �� 
�� ���� ���	� 
�� �����
���� ��)� �	� ��
�� ��� �� ��
 
�� �����	���
���
���

B0c0 = g0 ��<�

���  �� � ����
��
 c0εR
r2 ,

c0 = B+
0 g0, ����

���	�

g0 :=

⎡
⎢⎢⎣
−PD∗

d1

b∫
a

[
A(s)M̃0(s) + B(s)M0(s)

]
ds

−PQ∗
d2
l
(
M̃0(·) + Ψ0(·)D+

b∫
a

[
A(s)M̃0(s) +B(s)M0(s)

]
ds
)
⎤
⎥⎥⎦ .

"��� �� 
�� �����
���� ��)� �	� ��
�� ��� 
��� 
�� �	����� ��.�� ��$� ���������
�� r2���	���
�	 ������ �� ���
����

x1(t, c1) = Xr2(t)c1 + F1(t)−Ψ0(t)PDr1
Q+l

(
F1(·)

)
,

���	� c1 �� �� r2������������ ����
��
 ���
�	 ��
�	����� �� 
�� ��#
 �
���
�� 
�� �	����� �	�� 
�� �����
��� �� ���������
� �� 
�� �	����� �� ��
�	����
���
�� 
�� ���7����
 x2(t, c2) �� 
�� ��	��� �$�!

"�� �	����� �� ��
�	����
��� �� 
�� ���7����
 x2(t, c2) �� 
�� 
�	� ��
� ε2

�� 
�� ��	��� �$� 	����� 
� 
�� �	����� �� ��
�	����
��� �� ���
���� �� 
��
��������� �����	������ �	�����

ẋ2(t, c2)− Φ(t)

b∫
a

[
A(s)x2(s, c2) +B(s)ẋ2(s, c2)

]
ds = f2(t), ����

lx2(·, c2) = 0, ��)�
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f2(t) =

b∫
a

[
K(t, s)x1(s, c1) +K1(t, s)ẋ1(s, c1)

]
ds.

"�� �����
���� �� ���������
� �� 
�� �	����� ����� ��)� �	�

PD∗
d1
b̃2 = 0, PQ∗

d2
l
(
F2(·)

)
= 0, ��*�

���	�� �� ��

F2(t) = f̃2(t) + Ψ0(t)D
+b̃2,

b̃2 =

b∫
a

[
A(s)f̃2(s) +B(s)f2(s)

]
ds,

f̃2(t) =

t∫
a

f2(s) ds.

�� ���
�

� x1(t, c1) = Xr2(t)c1 + F1(t) − Ψ0(t)PDr1
Q+l

(
F1(·)

)
�� ��*� ���

��
 ������	�� 
� ��<� 
�� �����	��� ���
����

B1c1 = −PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)M̃1(s) +B(s)M1(s)

]
ds, ��.�

B2c1 = −PQ∗
d2
l

⎛
⎝M̃1(·) + Ψ0(·)D+

b∫
a

[
A(s)M̃1(s) +B(s)M1(s)

]
ds

⎞
⎠ . ��$�

"�� ���
���� ��.�� ��$� �	� �������� �� ��� ���� �� 
�� �����
���� ��)� �	� 
	��
���	�

M1(t) =

b∫
a

[
K(t, s)

(
F1(s)−Ψ0(s)PDr1

Q+lF1(·)
)

+K1(t, s)
(
F1(s)−Ψ0(s)PDr1

Q+lF1(·)
)′]

ds,

M̃1(t) =

t∫
a

M1(s) ds.

$:
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���

B0c1 = g1 ��9�

���  �� � ����
��
 c1εR
r2 ,

c1 = B+
0 g1, ��:�

���	�

g1 :=

⎡
⎢⎢⎣
−PD∗

d1

b∫
a

[
A(s)M̃1(s) +B(s)M1(s)

]
ds

−PQ∗
d2
l
(
M̃1(·) + Ψ0(·)D+

b∫
a

[
A(s)M̃1(s) + B(s)M1(s)

]
ds
)
⎤
⎥⎥⎦.

"��� �� 
�� �����
���� ��)� �	� ��
�� ��� 
��� 
�� �	����� ����� ��)� ���������
�� r2���	���
�	 ������ �� ���
����

x2(t, c2) = Xr2(t)c2 + F2(t)−Ψ0(t)PDr1
Q+lF2(·),

���	� c2 �� �� r2������������ ����
��
 ���
�	 ��
�	����� �� 
�� ��#
 �
���
�� 
�� �	����� �	�� 
�� �����
��� �� ���������
� �� 
�� �	����� �� ��
�	����
���
�� 
�� ���7����
 x3(t, c3) �� 
�� ��	��� �$�!

+� ������ ��� ��� ������ ���� ��� ����
���� 
��
� ���	 
�� �����
���� ��)��

�� �	����� �� ��
�	����
��� �� 
�� ���7����
� xk(t, ck) �� 
�� 
�	�� ��
� εk

�� 
�� ��	��� �$� �� 	����� 
� 
�� �	����� ��  ����� �� ���
���� �� 
�� �������
������ �����	������ �	�����

ẋk(t, ck)− Φ(t)

b∫
a

[
A(s)xk(s, ck) +B(s)ẋk(s, ck)

]
ds = fk(t), ��;�

lxk(·, ck) = 0, �)<�

���	� �����������
� �� 
��� �	����� ��� 
�� ��	�

fk(t) =

b∫
a

[
K(t, s)xk−1(s, ck−1) +K1(t, s)ẋk−1(s, ck−1)

]
ds.

1�


b̃k =

b∫
a

[
A(s)f̃k(s) + B(s)fk(s)

]
ds, f̃k(t) =

t∫
a

fk(s) ds,


��� �� ��	
� �� "���	�� �� 
�� �	����� ��;�� �)<� �� �������� �� ��� ���� �� 
��
��������� �����
����

PQ∗
d1
b̃k = 0, PD∗

d2
l
(
Fk(·)

)
= 0, �)��

$;
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����

xk(t, ck) =Xr2(t)ck + Fk(t)−Ψ0(t)PDr1
Q+l

(
Fk(·)

)
, ckεR

r2 . �)��

Fk(t) = f̃k(t) + Ψ0(t)B
+
0 b̃k, �))�

���	� ck �� �� r2������������ ����
��
 ���
�	 ��
�	����� �� 
�� ��#
 �
���
�� 
�� �	����� �	�� 
�� �����
��� �� ���������
� �� 
�� �	����� �� ��
�	����
���
�� 
�� ���7����
 xk+1(t, ck+1) �� 
�� ��	��� �$�! �� ��
 ������	�� 
� ��<� 
��
�����	��� ���
����

B1ck = −PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)M̃k(s) +B(s)Mk(s)

]
ds, �)*�

B2ck = −PQ∗
d2
l

⎛
⎝M̃k(·) + Ψ0(·)D+

b∫
a

[
A(s)M̃k(s) +B(s)Mk(s)

]
ds

⎞
⎠. �).�

"�� ���
���� �)*�� �).� �	� �������� �� ��� ���� �� 
�� �����
���� ��)� �	� 
	��
���	�

Mk(t) =

b∫
a

[
K(t, s)

(
Fk(s)−Ψ0(s)PDr1

Q+lFk(·)
)

+K1(t, s)
(
Fk(s)−Ψ0(s)PDr1

Q+lFk(·)
)′]

ds,

M̃k(t) =

t∫
a

Mk(s) ds.

"��� �� 
�� ����� ���	� 
�� �����
���� ��)� �	� ��
�� ��� �� ��
 
�� ���
��
�� �����	��� ���
���� ��	 ck(

B0ck = gk �)$�
���  �� � ����
��
 ckεR

r2 ,

ck = B+
0 gk, �)9�

���	�

gk :=

⎡
⎢⎢⎣
−PD∗

d1

b∫
a

[
A(s)M̃k(s) +B(s)Mk(s)

]
ds

−PQ∗
d2
l
(
M̃k(·) + Ψ0(·)D+

b∫
a

[
A(s)M̃k(s) +B(s)Mk(s)

]
ds
)
⎤
⎥⎥⎦ .

"��	���	�� 
�� �	����� ��;�� �)<� �� �������� �� 
�� �����
���� ��)� �	� ��
�� ���
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�
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	 ��
���������� ������ �)�� �*�
�� �
������� ��� �������� �
����	�
������ f(t)εL2[a, b] �
� αεR

p� ��� �
 �������
�
��� ��
�����
�

PB∗
1
PD∗

d1
= 0, PB∗

2
PQ∗

d2
= 0

��� �����%��� ���
� ��� �
� f(t)εL2[a, b] �
� αεRp� ��� ��
���������� ������
���� ��� ��������� �� ����� �
� �������
 �
 ��� ���� �� ��� ������ �$� ��
���	�
�
��� ��&���
��� ����� %��� εε(0; ε∗]� ���� ���&���
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