
����� ��� ����� �	
�� �� �
����� ������

���� ����	
��
����
�����������

�

�
�����������	 
��	�����
��

�� �����������	�� �
 ��
�	�������

������� ����

��������� �� �������	 
 ��
����
��	� ���� ��� �
����������� ��	��
����

�� 
��
� ��� �
��
��� 	��	�����
���� �� ��� 
 	��	�����
���� �� ��� ��
����
��	��

�� ������ ���� X 	� � 
��� �

��� ������ �� ���
�� �� Po(X) ��� ���	�� 
�
�
������ ������� 
� X� �� Pf (X)� Pfc(X) ��� ���	�	�� 
� ��
��� ��� ��
��� �
��
��� �����
� 
� Po(X)� 
������	����� �� ��� ������� (T,A) ������ �

 �����
����
������ μ �

 �
�	�	�� 
��� �����
��

�� ��� ���� � ����	�����	
� F : T → Po(X) 	� �����
���� 	� �

 ���
� 
���
��� U ⊂ X

F−(U ) :=
{
t ∈ T : F (t) ∩ U �= ∅} ∈ A.

��� �����	
� f : T → X 	� � ������	
� 
� F 	� f(t) ∈ F (t) �

 t ∈ T�

�

 �����
���� ����	�����	
�� �� ���� ��� �
��
�	�� ���
����
	 ��	
� !��� "#$�
"%$� "&$'�

������� �� ��� X �� � ���	
��� ��	����
� ����
� �	���� � ��
�
�����
��

F : T → Pf (X) 
� ��������
� 
� ��� ��
� 
� ����� ��
��� � �������� {fn : n ∈ N}
�� ��������
� ��
���
��� �� F ���� ����

F (t) = cl
{
fn(t) : n ∈ N

}
, ��� t ∈ T.

��� �������� {fn : n ∈ N} 	� ������ (����	�� 
��
�������	
� 
� F�

) �����
���� ����	�����	
� F : T → P0(X) 	� )����� 	����
���� 	� SF � ���
��� 
� ��� *
����
 	����
���� ������	
�� 
� F� 	� �
������� ���� )����� 	����
��∫
A
Fdμ :=

{∫
A
fdμ : f ∈ SF

}
	� ��� ��� 
� ��� *
����
 	����
��� 
� ����	
�� 
� SF �

�� ��� ���� � ����	�����	
� M : A → Pf (X) 	� � ���+ ����	�����
� 	� �


���
� x∗ ∈ X∗� � ����	�� A �→ sup

{
x∗(x) : x ∈ M (A)

}
	� � �	���� �����
��

M 	� ���	�	�� 	� ��� 
��� 	� M (A ∪ B) = cl
(
M (A) + M (B)

)
�

 �	�,
	�� ����

A,B ∈ A�

	
����
 - !".� /�� 0�.$'� �� F : T → Pf (X) 	� �� )����� 	����
���� ����	�
�����	
�� ���� � ����	�����	
� A �→ cl

∫
A
Fdμ� A ∈ A� 	� � ���+ ����	�����
��

���� �
����
� � � � �� ! � � � � 

 � � � � � � 
 � � ��" �#$��% &'�(&�
)����	��" ��
����
��	�% 	��	�����
����% *��
�� �����	

�

12



������� ����

) ����	�����	
� F : T → Pf (X) 	� ��� 3��
��4	+
��� ��
	���	�� 
� � ����	�
�����
� M : A → Pf (X) �	�� 
������ �
 μ 	�∫

A

Fdμ = M (A) �

 ���
� A ∈ A.

5	��� ��� 3��
��4	+
��� ��
	���	�� 
� � ����	�����
� M ��� (����	�� 
��
��
������	
�� �� ��� �

+ �

 � �	�	��
 
��
�������	
� �

 M�

) ����

 �����
� m : A → X 	� ������ � �����
� ������	
� 
� M 	� m(A) ∈
M (A) �

 ���
� A ∈ A� ��� ��� 
� ��� �����
� ������	
�� 
� ����	�����
� M �	��
�� ���
��� �� SM �

6�� M := {m : A → X : m 	� � ����

 �����
�}�
�� ��� ���� D ⊂ M 	� ���
��
����� 	� ��� 
��� 	� �

 ���
� �����
���� ���

A ∈ A ��� m,n ∈ D
mχA + nχT\A ∈ D,

���
� mχA(B) = m(B ∩A)�

�� ��� ���� A1, . . . , An ∈ A 	� � ��
�	�	
� 
� T 	� ��� ���� �
� �������� �	�,
	��
���

⋃n
i=1Ai = T�

) ���
��
����� ���� 
� S ⊂ M 	� ��� ��������� 	� ��� ����� 
� 	�����	
��
���
��
����� ��� �
���	�	�� S� 7

�
��
� !��� "2$'�

dec S :=
⋂

{D : S ⊂ D, D 	� ���
��
�����}

=

{
k∑

i=1

miχAi
: k ∈ IN, mi ∈ S, {A1, . . . , Ak} 	� � ��
�	�	
� 
� T

}
.

����	 �� ��� (T,A, μ) �� � ������� �	���� X �� � ������ �	���� ���M : A →
Pf (X) �� � ��
�
������� �
�� ��� �������
����� ���
���
�� F : T → Pf (X)�
���� M 
� �� ���
�
�� ���� ��
�
������� �
�� � �����	����
� ��� SM �

8 
 
 
 �� )��

�	�� �
 /������ -� M 	� � ���+ ����	�����
�� �	��� M ��� ��
���
������ ��� M (A) =

∫
A
Fdμ �

 A ∈ A�

�
 �

�� ��� ���	�	�	�� 
� M� ��+� �	�,
	�� ���� A,B ∈ A�

x =

∫
A∪B

f dμ =

∫
A

f dμ +

∫
B

f dμ ∈ M (A) +M (B) ⊂ cl
(
M (A) +M (B)

)
.

�� x ∈ M (A) +M (B)� ���� ���
� ��	�� f, g ∈ SF ���� ����

x =

∫
A

f dμ +

∫
B

g dμ=

∫
A∪B

(χAf + χBg) dμ=

∫
A∪B

(χAf + χT\Ag) dμ.

5	��� SF 	� ���
��
����� !��� "&$'� χAf + χT\Ag ∈ SF ��� �� ����

x ∈
∫

A∪B

F dμ = M (A).

19



�� �������������� � �!�������!��

���
��

��

M (A) +M (B) ⊂ M (A ∪ B)

���� �� ��� ��
������� 
� ������ 
� M � �� ����

cl
(
M (A) +M (B)

) ⊂ M (A ∪B).

�	������ 
� ���
��� 
� 6���� 0 	� "2$� ��� ��� SM 	� ���
��
������ �

6�� mn : T → X� n ∈ N �� ����

 �����
��� �� 	� ����
�� �
 ��+ ������

� ����	�����	
�

A �→ M (A) := cl
{
mn(A) : n ∈ N

}
, A ∈ A

	� � ���+ ����	�����
� �	�� � ���
��
����� ��� SM � ��� �����
 	� 	� ���
�
��
�	�� ������� !��� "2$'�

	
����
 %� 6�� T = [0, 1] ⊂ R� A �� σ������
� 
� 6������� �����
���� �������

� T� 6�� m �� 6������� �����
� 
� A� ���� ����	�����	
� �	��� ��

M (A) =
{
m(A), 2m(A)

}
, A ∈ A

	� � ���+ ����	�����
� ��� SM 	� �
� ���
��
������ (
����������� M ��� �
�
��� 3��
��4	+
��� ��
	���	���

������� �� ��� (T,A, μ) �� � σ� �
�� ������� �	���� X �� � ��	����
� !��

���� �	���� ��� M : A → Pf (X) �� � ��
�
������� �
�� ��� �������
�����

���
���
�� F : T → Pf (X)� ���� ����� ��
��� � �������� {mn : n ∈ N} �� ����

���� ��
���
��� �� M ���� ����

M (A) = cl
{
m(A) : m ∈ dec {mn : n ∈ N}}, A ∈ A.
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 �� 6�� {fn : n ∈ N} �� (����	�� 
��
�������	
� 
� ��� �����
���� ����	�
�����	
� F� :�;�� ����

 �����
��

mn(A) :=

∫
A

fn dμ, �

 n ∈ N, A ∈ A

��� ��� S := {mn : n ∈ N}�
�� 	� ����
 ���� �

 ���
� A ∈ A� mk1

, . . . ,mkn
∈ S ��� � ��
�	�	
� A1, . . . , An


� T(
n∑

i=1

mki
χAi

)
(A) =

n∑
i=1

mki
(A ∩ Ai) =

n∑
i=1

∫
A∩Ai

fki
dμ =

∫
A

(
n∑

i=1

χAi
fki

)
dμ,

���
�
∑n

i=1 χAi
fki

∈ dec {fn : n ∈ N}� <� ��� 
���
 ����� �� ��� ��
�� �����	�
�	��� �� ��� ���� ��� �����	
� g ∈ dec {fn : n ∈ N} ����
���� �����
� �

� decS�

11



������� ����

���
��

��

dec {mn : n ∈ N} =

⎧⎪⎨
⎪⎩
∫
(·)

g dμ : g ∈ dec {fn : n ∈ N}

⎫⎪⎬
⎪⎭ !-'

��� �
����������� �

 ���
� A ∈ A�

{
m(A) : m ∈ dec {mn : n ∈ N}} =

⎧⎨
⎩
∫
A

g dμ : g ∈ dec {fn : n ∈ N}
⎫⎬
⎭ . !%'

�� �	�� ��
� ���� �

 ���
� A ∈ A�

M (A) = cl
{
m(A) : m ∈ decS

}
.

<���
�� ���� S ⊂ SM ��� 
� ���
��� 
� 6���� - SM 	� ���
��
������ ���
��
�

�� decS ⊂ SM ���{

m(A) : m ∈ decS
} ⊂ M (A), A ∈ A.

(
����������� �� ��� ��
������� 
� ������ 
� M�

cl
{
m(A) : m ∈ decS

} ⊂ M (A).

�
 �

�� ��� �
���
�� 	�����	
�� ��+� A ∈ A ��� x ∈ M (A)� ���� ���
� ��	���
f ∈ SF ���� ���� x =

∫
A
f dμ� �	� ε > 0� )��

�	�� �
 6���� -�# 	� "&$� ���
�

��	�� fk1
, . . . , fkn

∈ {fn : n ∈ N} ��� A1, . . . , An � ��
�	�	
� 
� T ���� ����

∫
T

∥∥∥∥∥f −
n∑

i=1

χAi
fki

∥∥∥∥∥ dμ < ε.

����� ��� �����	
� g :=
∑n

i=1 χAi
fki

∈ dec {fn : n ∈ N} ���� �

�
��
�∥∥∥∥∥∥x−
∫
A

g dμ

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
∫
A

f dμ−
∫
A

g dμ

∥∥∥∥∥∥ ≤
∫
A

‖f − g‖ dμ ≤
∫
T

‖f − g‖ dμ < ε.

(
�����������

x ∈ cl

⎧⎨
⎩
∫
A

g dμ : g ∈ dec {fn : n ∈ N}
⎫⎬
⎭

��	�� �
�����
 �	�� !%' �
������� ��� �


�� �

)��

�	�� �
 !-' �� ���� � 
��

�����	
� 
� ��� ��
�� ���

���


�����	�� �� ��� (T,A, μ) �� � σ� �
�� ������� �	���� X �� � ��	����
�

!����� �	���� ��� M : A → Pf (X) �� � ��
�
������� �
�� ��� �������
�����

-==



�� �������������� � �!�������!��

���
���
�� F : T → Pf (X)� ����

M (A) = cl

⎧⎪⎨
⎪⎩m(A) : m ∈ dec

⎧⎪⎨
⎪⎩
∫
(·)

fn dμ : n ∈ N

⎫⎪⎬
⎪⎭
⎫⎪⎬
⎪⎭ ,

����� {fn : n ∈ N} 
� "����
�# ��	��������
�� �� F�

) ��
�	�� �
���
�� 
� ���

�� % 	� �
��
�	���

������� �� ��� (T,A, μ) �� �  �
�� ������� �	���� X �� � ��	����
� !�����

�	��� �
�� ��� �������
����� 	��	����� $� {mn : n ∈ N} 
� � �������� �� ������

�������� �� ������� ���
��
�� ����
���
� ����
����� �
�� ���	��� �� μ� ���� �����

��
��� ������ 
���#���
� ��
�
�����
�� F : T → Pf (X) ���� ����

M (A) := cl
{
m(A) : m ∈ dec {mn : n ∈ N}} = cl

∫
A

Fdμ, A ∈ A.

8 
 
 
 �� 6�� S := {mn : n ∈ N} ��� M (A) := cl
{
m(A) : m ∈ decS

}
�

 A ∈ A�

5	��� X ��� ��� 3��
��4	+
��� �

��
�� ��� mn � μ �

 n ∈ N ���
� ��	���
fn := dmn

dµ �

 ���
� n ∈ N� <���
�� ���� ����
�
���� �
 ��� �
��	
�� ���

���

�
��	�	
�� !-' ��� !%' �
� ���	�;���

:�;�� F (t) := cl
{
fn(t) : n ∈ N

}
� <���
�� ���� ���� fn 	� 	����
����� ���
��

�

SF �= ∅� �� �	�� ��
� ���� M (A) = cl
∫
A
F dμ �

 a ∈ A�

��+� A ∈ A� *� !%'

{
m(A) : m ∈ dec {mn : n ∈ N}} =

⎧⎨
⎩
∫
A

g dμ : g ∈ dec {fn : n ∈ N}
⎫⎬
⎭ ⊂

∫
A

F dμ

������

cl
{
m(A) : m ∈ dec {mn : n ∈ N}} ⊂ cl

∫
A

F dμ.

4
�� ��� A ∈ A ��� x ∈ ∫
A
F dμ� ���
� ��	��� f ∈ SF ���� ���� x =

∫
A
f dμ�

�	� ε > 0� )��

�	�� �
 6���� -�# 	� "&$� ���
� ��	�� fk1
, . . . , fkn

∈ {fn : n ∈
N} ��� A1, . . . , An � ��
�	�	
� 
� T ���� ����∫

T

∥∥∥∥∥f −
n∑

i=1

χAi
fki

∥∥∥∥∥ dμ < ε.

:�;�� g :=
∑n

i=1 χAi
fki

� �� �
��
�� ���� g ∈ dec {fn : n ∈ N} ���∥∥∥∥∥∥x−
∫
A

g dμ

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
∫
A

f dμ−
∫
A

g dμ

∥∥∥∥∥∥ ≤
∫
T

‖f − g‖ dμ < ε

-=-



������� ����

��	�� ����� ���� !��� !%''

x ∈ cl

⎧⎨
⎩
∫
A

g dμ : g ∈ dec {fn : n ∈ N}
⎫⎬
⎭ = cl

{
m(A) : m ∈ dec {mn : n ∈ N}}.

�����
∫
A
F dμ ⊂ M (A) ��	�� �	�� ��
������� 
� M (A) �
������� ��� �


�� �

*� ��� ��
�� �


� ��� �� ���

�� 0�& 	� "&$� �� ���� ���� �
��
���


�����	�� �� ��� (T,A) �� � ��������
� �	��� ��� μ ��  �
�� ������� �
��

�� ������ 
�� X �� � ��	����
� ��%��
�� !����� �	���� $� {mn : n ∈ N} 
�

� �������� �� ������ �������� �� ������� ���
��
�� ����
���
� ����
����� �
��

���	��� �� μ� ���� ����� ��
��� ������ 
���#���
� ��
�
�����
�� F : T → Pfc(X)
���� ����

cl
{
m(A) : m ∈ dec {mn : n ∈ N}} =

∫
A

F dμ, A ∈ A.

&��������
{
dmn

dµ : n ∈ N
}

� "����
�# ��	�������
�� �� F�

8 
 
 
 �� )��

�	�� �
 ��� ��
�� ���

��� ���
� ��	��� F : T → Pf (X) ���� ����

cl
{
m(A) : m ∈ dec {mn : n ∈ N}} = cl

∫
A

F dμ, A ∈ A.

*� (


���
� 0�# 	� "&$� �

 A ∈ A

cl

∫
A

F dμ = cl

∫
A

cl convF dμ.

>
����
� 
� ���
��� 
� ���

�� 0�& 	� "&$� ��� 	����
��
∫
A
cl convFdμ 	� ��
����

�
 M (A) =
∫
A
cl convFdμ �

� A ∈ A ��� ��� �


� 	� �
������� �

�	������ �� ���� � ���
����
	 ��	
� 
� ����	�����
�� �	�� � 
��
�������	
�
����
���� �� (����	�� 
��
�������	
� 
� ���	
 3��
��4	+
��� ��
	���	���

������� �� ��� (T,A) �� � ��������
� �	��� ��� μ ��  �
�� ������� �
�� ��

������ 
�� X �� � ��	����
� ��%��
�� !����� �	���� � ��
�
������� M : A →
Pf (X) ��� ��� �������
����� ���
���
�� F : T → Pfc(X) 
� ��� ��
� 
� �����

��
��� � �������� �� ������ �������� {mn : n ∈ N} �� ������� ���
��
�� �����


���
� ����
����� �
�� ���	��� �� μ ���� ����

M (A) = cl
{
m(A) : m ∈ dec {mn : n ∈ N}}.

-=%
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