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�	�	
�����	���� �� ���
����� ��������� �� ��� �	���� B∗∗

1 � &� �*!� ��� 	����� ����
������ ���� �������� ����
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,� ���� ��� ��	��	�� ��'������� 	�� ���	����� ���� ����� �-!$� &� �	���
��	��
�� N �Q� R� R+$ �� ������ ��� ��� �� �������� �������� ��	����	� �������� ��	�
������� 	�� �������� ��	� �������� �����
������$�

.�� (X, dX) �� 	 �����
 ��	
�� ,� ���� ����� �� ������ X �� ��	� �� 
��������

	� 	����� /�� 	� 	�����	�� ��� A ⊂ X� A ���� ������ ��� 
������ �� A� ,� ����
��� ��� ������ B(x0, r) �� ������ 	� ���� �	�� ���� ��� 
����� 	� x0 	�� ���
�	���� r� ,� �	� ��	� A ⊂ X �� 	� ������� �� A �� 	� ���� ����� ����

&� f : X → Y �� 	� 	�����	�� ���
���� 	�� A ⊂ X� ���� �� f � A �� ������ ���
������
���� �� f �� ��� ��� A� .�� �� ������ �� Cf �Df $ ��� ��� �� 	�� 
���������
����
���������$ ������ �� f �

.�� (X, dX)� (Y, dY ) �� �����
 ��	
�� 	�� f : X → Y �� 	 ���
�����

&� x ∈ Cf 	�� ε > 0� �� σf
ε (x)� �� ���� ������ 	 �������� ��	� ������ ��
�

��	� ��� �	
� y ∈ X

�� dX(x, y) < σf
ε (x), ���� dY (f(x), f(y)) < ε. � $

&� A ⊂ X� ε > 0 	�� f � A �� ��������� 
���������� �� σf
ε (A)� �� ���� ������

	 �������� ��	� ������ ��
� ��	� ��� �	
� x, y ∈ A

�� dX(x, y) < σf
ε (A), ���� dY (f(x), f(y)) < ε. �-$

0 ���
���� f : X → Y �� �	�� �� �� �� ��� '��� 
	��� 
�	��� �� f−1(G) �� Fσ

��� ����� ���� ��� G ⊂ Y �
�� �#!� �*!$� (�� �	���� �� 	�� 
	��� 
�	�� ��� ���
�����
f : X → Y ���� �� ������� �� B1�

0 ���
���� f : X → Y �� �	�� �� �� B∗∗
1 ���
���� �� Df = ∅ �� f � Df �� 	


��������� ���
���� �
�� �)!$�

!" ����� ���  ��� #������� 

&� ��� ���������� �� ���� ������ ��� 
�	�	
�����	���� �� B1 ���
����� ������
�� 1 � � �� 2 � � . � �� , � �� 3 � � ( 	 � � 	�� � � � � � � � � � � 4 � 	 �5

������� � ��#!$� ��� (X, dX)� (Y, dY ) �� ���	
��� ��	�
��
� ���
�� �	����
��� f : X → Y � ��� ��

����� ���������� �
� ������
���

�	$ f ∈ B1,

��$ ��
 ��� ε > 0 ���
� ������ � �������� δfε : X → R+ ���� ���� ��
 ���
�
x, y ∈ X

�� dX(x, y) < min{δfε (x), δfε (y)}, ���� dY (f(x), f(y)) < ε.
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�� ���$ %&���%�$�' ��'��� �( ��'�$ %#��� ��$ ()�%�'���

���� ��	� ��� 	 '6�� ���
���� f 	�� 	 '6�� ������ ε > 0� ��� 
	� '�� ����
��	� ��� ���
���� δfε �	�������� 
�������� ��$� 0� �6	���� �� ��
� 	 ����	����
���� �� ���
����� �� 1���������� -� /����� �� ���� �������
� ��� ���	���� ���
�
���� �� ������ ���������� ���� �	�� �� ��� �	���5

/�� 	 '6�� ���
���� f ∈ B1 	�� 	 ��	� ������ ε > 0� ��� �� ������ �� Bε(f)
��� �	���� �� 	�� ���
����� δfε �	�������� 
�������� ��$

�� dX(x, y) < min{δfε (x), δfε (y)}, ���� dY (f(x), f(y)) < ε.

���	�
����
 �� ��� (X, dX) �� � ���	
��� ��	�
��
� ��������
����� ���
��
�	���� ��� c ∈ R� r ∈ X� g : X\{r} → R �� � ���������� �������� ��� f : X → R

�� � �������� ����� �� ��
��
�

f(x) =

{
g(x) �� x �= r,

c �� x = r.

��
 � ���� �����
 ε > 0 ��� ��
 �
���
�
� �����
� p, q ∈ R ���� ���� p > 0�
q > 1� 
�� �� 	��

δfε,p,q(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
p �� x = r,

min
{

dX(r,x)
q , σf

ε (x)
}

�� 0 < dX(x, r) < p,

σf
ε (x) �� p < dX(x, r).

���� �� ���� {δfε,p,q : p > 0, q > 1} ⊂ Bε(f).

(�� ������ �� ��� �	���� Bε(f) ���� 	 '6�� ���
���� f ∈ B1$ �� 	 ��	�����
����� ��� ��� 
�	�	
�����	���� �� ��� 
�	�� B∗∗

1 �(������ )$ �����	� �� ��� 
�	��
	
�����	���� ��������� �� (������  � /����� �� ���� �6���� ������� 
����
��� ����
��� �	���� B∗∗

1 �

����� ��  �������� f : X → R ��
���� �� ��� �
��� B∗∗
1 �� ��� ��
� �� �����


Df = ∅ �
 f � Df �� � ���������� ���������

1 � � � �� � ��
������� 7������� 
����	�� �� ��� 
�	��� ��	� ����� �6���� x0 ∈ Df

��
� ��	� ��� ���
���� f � Df �� ���
��������� 	� x0� ,� �	��

x0 ∈ Df . �#$

7��
� ��� ���
���� f � Df �� ���
��������� 	� x0� ����� �6���� 	 ������ ε0 > 0

��
� ��	� ��� �	
� n ∈ N ����� �6���� xn ∈ Df ��
� ��	�

dX(xn, x0) <
1

n
	�� dY (f(xn), f(x0)) ≥ ε0. �8$

1��

A = Y \B
(
f(x0),

ε0
2

)
.

��� 3��� ����� ��� ����	 	��$ �/0 ��

����� 3��� ��� 	

����
� ��2
�� �
 $����� ������"

+#



���� �������� � ��� ��! "� ���#��

(��� ���� �8$� ��� 
	� ����� ��	� ����� �6���� 	 ��9���
� (xn)n∈N ⊂ Df �
��
� ��	�

xn
dX−→

n→∞
x0 	�� f(xn) ∈ A ��� n ∈ N. �)$

7��
� f �Df �� 
���������� ��� ��� �� ����� �� ��� ��9���
� (xn)n∈N ���������
�� Df �� '����� ��� ������� ���� �� �����	����� �� �	� 	����� ��	� (xn)n∈N ⊂
Df \Df ⊂ Cf .

/�� 	�� ���� ��� Un � xn �n = 1, 2, . . . $� �� �	�� Un ∩ Df �= ∅� (�� ���
A �� ����� �� ��� �	
� n ∈ N ����� �6���� 	� ���� ��� Vn � f(xn) ��
� ��	�
Vn ⊂ A� :��
�� ���� 
��������� �� f 	� xn ���� n = 1, 2, . . . $� �� �	�� ��	� �����
�6���� 	 ����� zn ∈ {x ∈ X : dX(x, xn) < 1

n} ∩ Df ��
� ��	� f(zn) ∈ Vn ⊂
A� (���� (zn)n∈N ⊂ Df 	�� zn

dX−→
n→∞

x0� 0

������ �� 
��������� �� f � Df �

���� �#$� �� �	�� f(zn)
dY−→

n→∞
f(x0), �� f(x0)∈A� ���
� 
����	��
�� ��� �	
� ��	�

B
(
f(x0),

ε0
2

)
∩A = ∅� (��� ��	�� ��	� f � Df �� 
����������

7�;
���
� �� �������� �

����� � ��)!$� !� f ∈ B∗∗
1 � ���� Df �� � �����
� ����� ����

.�� (X, dX) �� 	 �����
 ��	
� 	�� f : X → R �� 	 ���
���� ��� ���
� �����
�6���� 	� ������ G ⊂ Cf � /�� '6�� ������� ε > 0 	�� η > 0 �� ���� ������ ��
δε,ηf,G : X → R 	 ���
���� ����� �� ��� ������	

δε,ηf,G(x) =

{
min

{
1
2dX(x,X \G), σf

ε (x)
}

�� x ∈ G,

η �� x /∈ G.

<���� ��� ��� �� ���� �	��� �� ���� 	����� 
���	
����� �� ��� ���	�� ��

��������� ��	� ���
������

������� ��  �������� f : X → R ��
���� �� ��� �
��� B∗∗
1 �� ��� ��
� ��

���
� ������ �� ��"��� G ⊂ Cf ���� ���� ��
 ���� ε > 0 ���
� ������ η > 0 ����
���� δε,ηf,G ∈ Bε(f)�

1 � � � �� ��
������� .�� f : X → R �� 	 B∗∗
1 ���
����� .�� �� ���	����� ε > 0�

&� f �� 	 
��������� ���
����� ���� �� ��� G = X� ���� �� 	����� ��	� Df �= ∅
	�� �� ��� G = X \ Df � 0

������ �� .���	 8 ��� 
	� ����
� ��	� G �� 	
����� ���� =�������� �� �	�� G ⊂ Cf � ��� ��� �	
� x ∈ G� ����� �6���� 	 ������
σf
ε (x) > 0 ��
� ��	�

�� dX(x, y) < σf
ε (x), ���� |f(x)− f(y)| < ε. �"$

7��
� f �� 	 B∗∗
1 ���
����� .���	 # ������� �� ����� ��	� f � (X \G) = f � Df

�� 	� ��������� 
��������� ���
����� 7� ����� �6���� σf
ε (X \G) > 0 ��
� ��	� ���

�	
� x, y ∈ X \G
�� dX(x, y) < σf

ε (X \G), ���� |f(x)− f(y)| < ε. �*$

+8
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���� �� �� ��;
���� �� ���� ��	� ��� η = σf
ε (X \G) ��� ���
���� δε,ηf,G ������� ��

��� �	���� Bε(f)�

.�� x, y ∈ X �� ��
� ��	� dX(x, y) < min{δε,ηf,G(x), δ
ε,η
f,G(y)}. %�� 
	� 
�������

��� ��������� 
	���5

� $ x, y ∈ G� (��� dX(x, y) < min{σf
ε (x), σ

f
ε (y)} 	�� ���� �"$ �� ����� ��	�

|f(x)− f(y)| < ε�

�-$ x, y∈X\G� (���� dX(x, y)<η, 	�� ���� �*$� �� ����� ��	� |f(x)−f(y)| <ε�

�#$ x ∈ X \G 	�� y ∈ G� (���

dX(x, y) > 0 	�� dX(x, y) < δε,ηf,G(y) ≤
1

2
dX(y,X \G) ≤ 1

2
dX(x, y),

���
� �� �����������

7�;
���
�� .�� f : X → R �� 	 ���
���� 	�� G ⊂ Cf �� 	� ������ ��
� ��	�
��� �	
� ε > 0 �� �	�� δε,ηf,G ∈ Bε(f) ��� ���� η > 0� ,� ���� ����� ��	�

f � Df

�� 
���������� 7��
� G ⊂ Cf � �� �	�� Df ⊂ X \G� �� �� �� ��;
���� �� ���� ��	�

f � (X \G)

�� 
���������� /�6 ε > 0� .�� x, y ∈ X \ G �� ������ ��
� ��	� dX(x, y) < η =
min{δε,ηf,G(x), δ

ε,η
f,G(y)}� 7��
� δε,ηf,G ∈ Bε(f)� �� ������� ��	� |f(x) − f(y)| < ε�

0

������ �� ��� 	�����	������ �� ��� 
���
� �� x, y ∈ X \G �� �	� ����� ��	�

f � (X \G)

�� 	� ��������� 
��������� ���
����� ���
� '������ ��� ������ �

���� ��	� ��� ��� �� B∗∗
1 ���
����� ���� ��� ���� �� ������ �� B∗∗

1 
�	��� /��
��� ����� �� ���� ��	������� �� �� ��;
���� �� 
������� ��� ���
����� f, g : R → R

����� �� ��� ������	�

f(x) =

{
x �� x ∈

{
1
n : n ∈ N

}
,

0 �� x /∈
{

1
n : n ∈ N

}
,

g(x) =

{
1 �� x = 0,

0 �� x �= 0.

(������ ) 	����� �� �� ���� 	 ��;
���� 
�������� ��� ��� ����	���� ���� ��� ���

�� B∗∗
1 ���
����� �� 	��� 	 B∗∗

1 ���
�����

������� �� !� ��
 ��������� f, g : X → R ���
� ������ �� ��"��� G ⊂ Cf ∩Cg

���� ���� δ
ε,ηf

f,G ∈ Bε(f) ��� δ
ε,ηg

g,G ∈ Bε(g) ��
 ���� ηf , ηg > 0� ���� f ��� g
��
��� �� ��� ������ �������� ����"�
��	 �� B∗∗

1 ����������

1 � � � �� .�� G �� 	� ������ ���'����� ��� 	���������� �� ��� �������� ,� ������
�� H ��� �	���� �� ���
����� h : X → R ��
� ��	� h � G 	�� h � (X \ G) 	��

+)



���� �������� � ��� ��! "� ���#��


���������� &� �� ������� ��	� H �� 	� 	������� ����������� .�� �� ������� ��	�
h∈H �� 	�� ���� ��(

G ⊂ Ch 	�� ����� �6���� ηh > 0 ��
� ��	� δε,ηh

h,G ∈Bε(h)
)
. �>$

&������ ��� h ∈ H �� �� ������� ��	� G ⊂ Ch� (�� ���
���� h � (X \ G) ��

��������� 	�� (X \G) �� 	 
����� ���� �� h � (X \G) �� 	 ��������� 
���������
���
����� (��� ��	�� ��	� ����� �6���� 	 ������ σh

ε (X \ G) > 0 ��
� ��	� ���
�	
� x, y ∈ X \G

�� dX(x, y) < σh
ε (X \G), ���� |h(x)− h(y)| < ε. �+$

1��
ηh = σh

ε (X \G)

	�� ��� x, y ∈ X �� ��
� ��	� dX(x, y) < min{δε, ηh

h,G (x), δε,ηh

h,G (y)}� ,� ���� ����
��	�

δε,ηh

h,G ∈ Bε(h). � ?$

&� x ∈ G �� y ∈ G� ����� ���� ��� ��'������ �� ��� ������ σh
ε (x) �� σh

ε (y)� ��
���	�� ��	� |h(x)−h(y)| < ε� &� x, y ∈ X\G� ���� ��� ���9�	���� |h(x)−h(y)| < ε
������� ���� ��� ��'������ �� ηh 	�� ���� �+$� :��
�� �� �	�� � ?$�

@���������� �� G ⊂ Ch 	�� ����� �6���� ηh > 0 ��
� ��	� δε,ηh

h,G ∈ Bε(h)� ����

��������� h � G �� 
��������� 	�� h � (X \ G) �� ��������� 
��������� ������
σh
ε (X \G) = ηh$� (��� '������ ��� ����� �� �>$�


� 	������� (������ ) �� �	�� ��	� H �� 	� 	������� ���������� �� B∗∗
1

���
������ =�������� ���
����� f 	�� g ������ �� H� �

$" ����� ���  ��� ��%� #������� 

.�� S 	�� T �� �	������ �� �������� ��	� �	���� ���
����� ��'��� �� R� 
�
BS,T �� ���� ������ ��� �	���� �� 	�� ���
����� f : R → R ��
� ��	� ��� �	
�
���
���� ε ∈ T � ����� �6���� 	 ���
���� δfε ∈ S ��
� ��	� ��� �	
� x, y ∈ R �� �	��

�� |x− y| < min{δfε (x), δfε (y)}, ���� |f(x)− f(y)| < min{ε(f(x)), ε(f(y))}.
7��� �����	� 
�������	����� 	�� ���	���� 
	� �� ����� �� �8! 	�� �*!�

,� ���� ��� ����	���� ��� ��� ���� �� ����	$ 	 ���� ������ ��	������ ����
������ ����� ���� �� �������$�

����� �� ��� S� T � U �W �� �
���
�
� ����
��� �� 	������� 
��
 ��
��� ���������
������ �� R� ����

� $ �� S ⊂ U � ���� BS,T ⊂ BU ,T �

�-$ �� T ⊂ W� ���� BS,T ⊃ BS,W �

+"
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&� ����� �� 
������
� 	 �	��
 ������������ ��������
� ������� ���� 
�	���� ��
���
������ �� ���� ��� ��� ��������� �������5

RR
� ���� ������ ��� �	���� �� 	�� ��	� ���
����� ��'��� �� R�

B1 � ���� ������ ��� �	���� �� 	�� ��	� 
	��� 
�	�� ��� ���
����� ��'��� �� R�

C � ���� ������ ��� �	���� �� 	�� 
��������� ��	� ���
����� ��'��� �� R�

Cu � ���� ������ ��� �	���� �� 	�� ��������� 
��������� ��	� ���
����� ��'���
�� R�

bCu � ���� ������ ��� �	���� �� 	�� ������� ��������� 
��������� ��	� ���
�
����� ��'��� �� R�

lsc � ���� ������ ��� �	���� �� 	�� ����� ����
��������� ��	� ���
����� ��'���
�� R�

usc � ���� ������ ��� �	���� �� 	�� ����� ����
��������� ��	� ���
����� ��'���
�� R�

Const � ���� ������ ��� �	���� �� 	�� 
����	�� ��	� ���
����� ��'��� �� R�

X+
� &� X �� 	 �	���� �� ���
������ ���� �� ���� ������ �� X+ ��� ����	����
�� ��� �	���� X 
�������� �� �������� ��	� �	���� ���
������

.���	 * ������� �� ���	����� ��� ��������� ��	��	�5

BConst+,RR+ ⊂ BConst+, lsc+ ⊂ BConst+, C+ ⊂ BConst+, Const+

∩ ∩ ∩ ∩
BC+,RR+ ⊂ BC+, lsc+ ⊂ BC+, C+ ⊂ BC+, Const+

∩ ∩ ∩ ∩
Blsc+,RR+ ⊂ Blsc+, lsc+ ⊂ Blsc+, C+ ⊂ Blsc+, Const+

∩ ∩ ∩ ∩
BRR+,RR+ ⊂ BRR+, lsc+ ⊂ BRR+, C+ ⊂ BRR+, Const+ .

(�� 	���� 
�������	����� ��	� �� �� 9�������� 
����
��� ���� ��� ���	��������
������� �	������ �� 
��������� ���
������ B1 ���
����� 	�� 
�	���� �� ���
����
�6����� �� ��� 	���� ��	��	�� ,� ���� ���� 	������ �� ���� �� ����� 9���������
%�� �	�� ������ ���� �� 	 ��	��	� ��	
�� 	� ��� ��� �� ���� �	���� &� ����� ��

������
� ��� �� ����� ��� ��������� ���������

	
��
� �� &� ����� �� �������� ��� ���	����� �� ���� �������� ��� ���
�����
ε ∈ Const+ 	�� δfε ∈ Const+ ���� ��� �������� ������� ε̄ 	�� δ̄fε �

����
��� ���� ��� �����	���� '6�� �� A��	�� > 	�� ��'������� �� ��� 
���
������� 
�	���� �� ���
������ �� ���	�� ��� ��� 
�	�	
�����	���� �� ���������

��������� ���
����� 	�� B1 ���
������

���	�
����
 �� BConst+, Const+ = Cu � C�

���	�
����
 ��� BRR+, Const+ = B1�

+*
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(�� ��6� ������� ������� �� �� ���	����� ���� ��
������� ���
� ���� �� ������
�� ������� 
�������	����� ������ ��� ����� �� (������  >$�

������� ��� Blsc+, Const+ ⊂ C�

1 � � � �� 7������� 
����	�� �� ��� 
�	��� ��	� ����� �6���� 	 ���
��������� ���
�
���� f ∈ Blsc+, Const+ � .�� x0 ∈ R �� 	 ���
��������� ����� �� f � (��� �����
�6���� 	 ������ ε̄0 > 0 ��
� ��	� ��� �	
� η > 0 ��� 
	� '�� 	 ����� xη ∈ R

��
� ��	�

|xη − x0| < η 	�� |f(xη)− f(x0)| ≥ ε̄0. �  $

7��
� f ∈ Blsc+,Const+ � ����� �6���� 	 ���
���� δfε̄0 ∈ lsc+ ��
� ��	� ��� �	
�
x, y ∈ R

�� |x− y| < min{δfε̄0(x), δ
f
ε̄0(y)}, ���� |f(x)− f(y)| < ε̄0. � -$

%� 	

���� �� ����� ����
��������� �� δfε̄0 : R → R+ 	� x0� �� �	�� ��	� �����
�6���� α0 > 0 ��
� ��	� ��� �	
� x ∈ R

�� |x− x0| < α0, ����
δfε̄0(x0)

2
< δfε̄0(x). � #$

1������ η = min{α0,
δfε̄0 (x0)

2 }� ���� �  $ �� ���	�� ��	� ����� �6���� xη ∈ R ��
�

��	� |xη − x0| < η ≤ α0� 0

������ �� � #$� �� �	��
δfε̄0 (x0)

2 < δfε̄0(xη0
)� :��
��

|xη − x0| < η ≤ δfε̄0(x0)

2
< min{δfε̄0(x0), δ

f
ε̄0(xη)}.

(���� ���� � -$� �� ���	�� |f(x0)− f(xη)| < ε̄0� 
����	�� �� �  $� �

%� 	

���� �� (������   � ��� ��'������ �� B1 ���
���� 	�� .���	 * ��
�	���� ��� ��� ��������� 
�����	����5

��������� ��� Blsc+, Const+ � BRR+,Const+ �

��������� ��� BC+, Const+ ⊂ C�

���	�
����
 ��� BConst+, Const+ � BC+, Const+ �

1 � � � �� 0

������ �� 1���������� + 	�� .���	 * � $� �� �	��

Cu = BConst+, Const+ ⊂ BC+, Const+ .

,� ���� ���� ��	� BConst+, Const+ �⊃ BC+, Const+ � .�� f(x) = ex� x ∈ R� @���
�	����� f �� ��� ��������� 
���������� &� ���	��� �� ����� ��	� f ∈ BC+, Const+ .

.�� ε̄ > 0� 1�� δfε̄ (x) = ln
(
ε̄
2e

−x + 1
)
� x ∈ R� ��������� δfε̄ ∈ C+� .�� x, y ∈ R

�� ��
� ��	�
|x− y| < min

{
δfε̄ (x), δ

f
ε̄ (y)

}
. � 8$

+>



�� ���$ %&���%�$�' ��'��� �( ��'�$ %#��� ��$ ()�%�'���

,������ ���� �� �����	����� �� 
	� 	����� ��	� x > y� /��� � 8$� �� �	��

x < y+δfε̄ (y). :��
�� 	

������ �� ��� ��������
��� �� f � �� �	��5 |f(x)−f(y)| <
ey+δfε̄ (y) − ey = ey

(
ε̄
2e

−y + 1− 1
)
< ε̄. �

���� ��� �� ���� ��� ��������� ������ ��	������� ���
� ���� �� ���� �������

���	�
����
 ��� ��� S ��� T �� �
���
�
� ����
��� �� 	������� 
��
 ��
���
��������� ������ �� R� ���� Const ⊂ BS,T .

���	�
����
 ��� Const � BRR+,RR+ �

1 � � � �� /��� 1����������  ) �� �	�� Const ⊂ BRR+,RR+ �

,� ���� ��� ����� ��	� Const �⊃ BRR+,RR+ � .�� a, b, r �� 	�����	�� ��	� ����
���� ��
� ��	� a �= b� .�� �� 
������� ��� ���
���� ����� �� ������	

f(x) =

{
a �� x = r,

b �� x �= r.

@���	����� f /∈ Const� .�� ε : R → R+� &� ����� �� '���� ��� ����� ��	� f ∈
BRR+,RR+ ��;
�� �� ���

δfε (x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1
2 �� x = r,
|r−x|

2 �� x ∈
(
r − 1

2 , r +
1
2

)
\ {r},

1 �� x ∈ R \
(
r − 1

2 , r +
1
2

)
. �

0� �� �	� ��������� �� ��� 	���� �������� 	�� ������������� ���� �	������ ��

	��� 
�	�� ��� ���� ���
����� 	�� �9�	� �� ���� ���������� 
�	����� ����� ���������

��������� ���
������ &� �� ����������� ��	� ��� �	���� Blsc+,RR+ �� �9�	� �� ���

�	�� �� 
����	�� ���
������ ,� ���� ���� �� ������ ��� '���� ��� �� ���� 	 ������
����	�

����� ��� !� f ∈ C \Const� ���� ���
� ������ x0 ∈ R ���� ���� ��� �������� f
�� ��� �������� �� ��� ����
��
 �� ��� ��
� [x0, x0 + η] ��
 ��� η > 0�

������� ��� Const = Blsc+,RR+ �

1 � � � �� %� 	

���� �� 1����������  ) �� �	�� Const ⊂ Blsc+,RR+ �

���� �� ���� ���� ��	� Const ⊃ Blsc+,RR+ � 0

������ �� .���	 * �-$ 	��
(������   � �� ���	�� Blsc+,RR+ ⊂ Blsc+, Const+ ⊂ C�

.�� �� �������� 
����	�� �� ��� 
�	��� ��	� Const �⊃ Blsc+,RR+ � (���� �����
�6���� f ∈ Blsc+,RR+ \Const� /��� .���	  *� �� �	�� ��	� ����� �6���� 	 �����
x0 ∈ R ��
� ��	� f �� ��� 
����	�� �� 	�� ������	� �� ��� ���� [x0, x0+ η]� �����
η > 0� 7��
� f ∈ Blsc+,RR+ � ��� 	 ���
����

ε(y) =

{
|f(x0)−y|

2 �� y �= f(x0),

1 �� y = f(x0),
� )$

++



���� �������� � ��� ��! "� ���#��

����� �6���� 	 ���
���� δfε ∈ lsc+ ��
� ��	� ��� ����� x1, x2 ∈ R ��

|x1 − x2| < min{δfε (x1), δ
f
ε (x2)},

����

|f(x1)− f(x2)| < min{ε(f(x1)), ε(f(x2))}. � "$

0

������ �� ��� ����� ����
��������� �� δfε : R → R+ 	� x0� �� ���	�� ��	�
����� �6���� α0 > 0 ��
� ��	� ��� ����� x ∈ R

�� |x− x0| < α0, ����
δfε (x0)

2
< δfε (x). � *$

(�� ���
���� f �� ��� 
����	�� �� ��� ������	�
[
x0, x0 +min

{
δfε (x0)

2 , α0

2

}]
�

�� ����� �6����

x∗
0∈
[
x0, x0+min

{
δfε (x0)

2
,
α0

2

}]
��
� ��	� f(x0) �=f(x∗

0). � >$

&� �� �	�� �� ��� ��	�

|x0 − x∗
0| ≤

α0

2
< α0,

�� ���� � *$ �� ���	�� ��	�

δfε (x0)

2
< δfε (x

∗
0).

:��
��

|x0 − x∗
0| ≤

δfε (x0)

2
< min{δfε (x0), δ

f
ε (x

∗
0)}.

<���� � "$� �� �	��5

|f(x0)− f(x∗
0)| < min{ε(f(x0)), ε(f(x

∗
0))}

= min

{
1,

|f(x0)− f(x∗
0)|

2

}
≤ |f(x0)− f(x∗

0)|
2

,

��

|f(x0)− f(x∗
0)| = 0,

���
� 
����	��
�� � >$� �

	
��
� ��� .�� y0 ∈ R� ���� ��	� 	 ���
���� ε : R → R ����� �� ������	

ε(y) =

{
|y0−y|

2 �� y �= y0,

1 �� y = y0,

�� ����� ����
���������� :��
�� ����
��� ���� (������  >� �� ���	�� ��� ����
������ �������

������� ��� Const = Blsc+,usc+ �

 ??
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/��� (������  >� (������ -?� .���	 * 	�� 1����������  ) �� �	���� ���
��� ��������� 
�����	����5

��������� ��� Const = BConst+, usc+ = BC+, usc+ �

��������� ��� Blsc+,RR+ � bCu�

��������� ��� Blsc+,RR+ � BRR+,RR+ �

��������� ��� Const = BConst+,RR+ = BC+,RR+ �

��������� ��� BConst+,RR+ � bCu ��� BC+,RR+ � bCu�

.�� �� ��� �6	���� ��� 
�	�� bCu ���� ���
������

������� ��� bCu ⊂ BConst+, lsc+ �

1 � � � �� .�� f ∈bCu� (���� �6��� ������� m,M ∈ R ��
� ��	� f(R) ⊂ [m,M ]�
B��	����� ε ∈ lsc+� 7��
� ε � [m,M ] �� 	 ����� ����
��������� ���
���� 	��
[m,M ] �� 
���	
�� ����� �6���� η0 > 0 ��
� ��	� η0 ≤ ε(t) ��� �	
� t ∈ [m,M ]�
(�� ���
���� f �� ��������� 
���������� �� ����� �6���� δ̄fε > 0 ��
� ��	� ��� �	
�
x, y ∈ R �� |x−y| < δ̄� ���� |f(x)−f(y)| < η0. 7��
� �� �	�� f(x), f(y) ∈ [m,M ]
��� �	
� x, y ∈ R� �� ������� ��	� η0 ≤ ε(f(x)) 	�� η0 ≤ ε(f(y))� @����9�������
��� �	
� x, y ∈ R �� |x−y| < δ̄fε � ���� |f(x)−f(y)| < η0 ≤ min{ε(f(x)), ε(f(y))}�
���
� ����� f ∈ BConst+, lsc+ � �
��������� ��� bCu ⊂ BC+, lsc+ ��� bCu ⊂ Blsc+, lsc+ �

���� �� 	�� 	��� �� 
������� ��� 
�������	����� 
����
��� ���� ��� �	����
BConst+, C+ �

������� ��� BConst+,C+ � BConst+, Const+ �

1 � � � �� 0

������ �� .���	 * �-$� �� �	�� BConst+, C+ ⊂ BConst+, Const+ �

,� ���� ���� ��	�
BConst+, C+ �⊃ BConst+, Const+ .

@������� ��� ���
���� f(x) = x� %��������� f ∈ Cu� �� ���� 1���������� +� ��
���	�� f ∈ BConst+, Const+ �

��� �� ����� ��	� f /∈ BConst+, C+ � 7������� 
����	�� �� ��� 
�	��� ��	�

f ∈ BConst+, C+ � /�� ��� ���
���� ε(x) = e−x ����� �6���� δ̄fε > 0 ��
� ��	� ���
�	
� x, y ∈ R

�� |x− y| < δ̄fε , ���� |f(x)− f(y)| < min{ε(f(x)), ε(f(y))}.
(��� ��	�� ��	�

�� |x− y| < δ̄fε , ���� |x− y| < min{e−x, e−y}. � +$

.�� y > 0 �� ��
� ��	� e−y < δ̄fε 	�� x ∈ R �� ��
� ��	� y−δ̄fε < x < y−e−y� ,�
�	�� x−y < −e−y 	�� y−x < δ̄fε � :��
�� �� �	��min{e−x, e−y} = e−y < |x−y|
	�� |x− y| = y − x < δ̄fε � ���
� 
����	��
�� � +$ 	�� '������ ��� ������ �

 ? 
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������� ��� BConst+, C+ � BC+, C+ �

1 � � � �� /��� .���	 * � $� �� �	�� BConst+, C+ ⊂ BC+,C+ �

@������� ��� ���
���� f(x) = x� &� ��� ����� �� (������ ->� �� �	�� �����
��	� f /∈ BConst+,C+ � ���� �� ����� ��	� f ∈ BC+, C+ � .�� ε ∈ C+� 1��

δfε = ε
2 ∈ C+� (��� ��� �	
� x, y ∈ R ��
� ��	� |x − y| < min{δfε (x), δfε (y)}

�� �	��

|f(x)− f(y)| = |x− y| < min{δfε (x), δfε (y)} < min{ε(x), ε(y)},
���
� ����� ��	� f ∈ BC+, C+ � �

0

������ �� �*!� �� �	�� BRR+, lsc+ = B1� (��� ��	�� �� �� 	 9������� �������
���� �9�	���� ���	��� ���� �� �� ����	
� ��� lsc+ 
�	�� ���� ����� �	���� ��
���
������ (�� 	����� �� C���CD �� ����� �� ����� ���� ��	������� ��� �� ��'��
��� 
�	�� �� ��	��� ����� ����
��������� ���
������

����
����
 ��� 0 ���
���� f : R → R+ �� �	�� �� �� ��	��� ����� ����
���
������� �� ����� �6���� 	 ��
��	���� ��9���
� �� �������� ��	� ������� (αn)n∈N

��
� ��	� αn −→
n→∞

0 	�� ��� �	
� x0 ∈ R 	�� �	
� n ∈ N ��
� ��	� αn < f(x0)�

����� �6���� 	� ���� ��� U ��
� ��	� x0 ∈ U 	��

f(x) > αn ��� x ∈ U.

(�� �	���� �� 	�� ��	��� ����� ����
��������� ���
����� ���� �� ������� �� wlsc�

���� �� ���� ����� ���� �	��
 ���������� �� ��	��� ����� ����
���������
���
������

���	�
����
 ��� lsc+ � wlsc�

1 � � � �� .�� f ∈ lsc+� ,� ���	�� ��	� ��� �	
� x0 ∈ R 	�� ��� �	
� a < f(x0)
����� �6���� ηa > 0 ��
� ��	�

�� |x− x0| < ηa, ���� a < f(x). �-?$

.�� �� ������ �� (αn)n∈N 	� 	�����	�� ��
��	���� ��9���
� �� �������� ��	� ����
���� 
��������� �� ����� /�� x0 ∈ R 	�� n ∈ N ��
� ��	� αn < f(x0) ���
U = (x0 − ηαn

, x0 + ηαn
)� ���� ���� �-?$ �� �	��

f(x) > αn, �� x ∈ U,

���
� ��	�� ��	� f ∈ wlsc� 0

������ �� ��� 	�����	������ �� ��� 
���
� �� f ��
����� ��	� lsc+ ⊂ wlsc�

,� ���� ��� ���� ��	� lsc+ �⊃ wlsc� .�� �� 
������� ��� ���
���� ����� ��
������	

g(x) =

{
1
n �� x ∈ (−n,−(n− 1)], n ∈ N,
1
3 sin

1
x + 1 �� x ∈ (0,+∞).

 ?-



�� ���$ %&���%�$�' ��'��� �( ��'�$ %#��� ��$ ()�%�'���

1�� αn = 1
2n � n ∈ N� &� �� 
��	� ��	� (αn)n∈N �� 	 ��
��	���� ��9���
� �� ��������

��	� ������� 
��������� �� �����

.�� x0 ∈ R �� 	� 	�����	�� ������ %�� 
	� 
������� ��� ��������� 
	���5

� $ &� x0 ∈ (0,+∞)� ���� g(x0) =
1
3
sin 1

x0
+ 1 ≥ 1

3
· (−1) + 1 = 2

3
> 1

2
= α1�

1�� U = (0,+∞)� 7��
� (αn)n∈N �� ��
��	���� 	�� ��� �	
� x ∈ (0,+∞)
�� �	�� g(x) = 1

3 sin
1
x + 1 ≥ 1

3 · (−1) + 1 = 2
3 > 1

2 = α1� ����

g(x) > αn, ��� x ∈ U, n ∈ N.

�-$ &� x0 = 0� ���� g(x0) = 1 > 1
2 = α1� 1�� U = (−1,+∞)� 7��
� g(x) = 1

��� x ∈ (−1, 0]� ���� ����� � $ �� �	��

g(x) > αn, ��� x ∈ U, n ∈ N.

�#$ &� x0∈(−∞, 0)� ���� ����� �6���� n0∈N ��
� ��	� x0∈ (−n0,−(n0 − 1)]�
��� �� �	�� g(x0) = 1

n0
> 1

2n0
= αn0

� 1�� U = (−n0, 0)� 7��
� g ��

�����
��	���� �� (−∞, 0)� �� ���	��

g(x) > αn, ��� x ∈ U, n ≥ n0.

(��� ������ ��	� g ∈ wlsc�

���� �� ���� ���� ��	� g /∈ lsc+� .�� �� 
������� ��� ��9���
� ����� ��
������	 xk = 1

3
2π+2kπ

�

,� �	��
lim
k→∞

xk = 0

	��

g(xk) =
1

3
sin

1

xk
+ 1 =

1

3
sin

(
3

2
π + 2kπ

)
+ 1 =

1

3
· (−1) + 1 =

2

3
.

:��
��

lim inf
x→0

g(x) ≤ lim
k→∞

g(xk) =
2

3
< g(0) = 1,

���
� ��	��� ��	� g �� ��� ����� ����
��������� 	� 0� �

��������� ��� Const+ ⊂ wlsc�

����
��� ���� ��� ��'������ �� ��	��� ����� ����
��������� ���
����� �� ���

����� ��� ��� g ∈ wlsc ��� (αn)n∈N �� � ���
������ �������� �� 	������� 
��

�����
� �����
���� �� #�
�� ������ ����
���� �� ��� ��������� �� ���$
� 
���

��������������� ����� ��
 ���� n ∈ N� ��� ��� g−1((αn,+∞)) �� �	���

����� �� ��*!$� !� R =
⋃∞

n=1En� ���
� En� n ∈ N �
� Fσ� ���� ���
� �����
���%���� Fσ ���� Fn� n ∈ N ���� ���� Fn ⊂ En ��� R =

⋃∞
n=1 Fn�

(�� 	���� 
�������	����� 	�� ��	������� ������ �� ���	�� 	 ��� 
�	�	
�����
�	���� �� ��� '��� 
	��� 
�	���

 ?#



���� �������� � ��� ��! "� ���#��

������� ��� BRR+, wlsc+ = B1�

1 � � � �� � /��� @�����	�� #-� .���	 * �-$� 	�� 1����������  ? �� �	��

BRR+, wlsc+ ⊂ BRR+, Const+ = B1.

,� ���� ���� ��� ��	� BRR+, wlsc+ ⊃ BRR+, Const+ � .�� f ∈ BRR+, Const+ = B1

	�� ε ∈ wlsc� (��� ����� �6���� 	 ��
��	���� ��9���
� �� �������� ��	� �������
(αn)n∈N 
����� 	

������ �� ��� ��'������ �� ��	� ����� ����
���������� 1��
Un = ε−1 ((αn,+∞))� n∈N� /��� .���	 ##� �� ���	�� ��	� Un (n ∈ N) 	��
���� ����� 1�� En = f−1(Un)� n ∈ N� @���	����� En (n ∈ N) 	�� Fσ �����

���� ��	� ���� ��� 
�������� lim
n→∞

αn = 0� �� ���	��

R = ε−1 (R+) = ε−1

( ∞⋃
n=1

(αn,+∞)

)
=

∞⋃
n=1

Un.

:��
��

R = f−1

( ∞⋃
n=1

Un

)
=

∞⋃
n=1

En.

/��� .���	 #8 �� �	� ����� ��	� ����� �6��� �	������ ���E���� Fσ ���� Fn

�n ∈ N$ ��
� ��	� Fn ⊂ En 	�� R =
⋃∞

n=1 Fn� (��� ����� �6��� 
����� ���� F̃n,j�

j ∈ N ��
� ��	� Fn =
⋃∞

j=1 F̃n,j � 1�� Fn,i =
⋃i

j=1 F̃n,j ��� i ∈ N� /�� �	
� n ∈ N�

�� �	�� Fn,i ⊂ Fn,i+1� i ∈ N 	��
⋃∞

i=1 Fn,i =
⋃∞

i=1

⋃i
j=1 F̃n,j =

⋃∞
j=1 F̃n,j = Fn�

.�� x ∈ R =
⋃∞

n=1 Fn� (���� �6���� 	 ���9�� �������� ������� nx ��
� ��	�
x ∈ Fnx

� 1�� ix = min{i ∈ N : x ∈ Fnx,i}� @������� ��� �	���� �� 
����� ����

F = {Fm,j : m �= nx ∧m+ j ≤ nx + ix}.
7��
� x∈Fnx

	�� Fnx
∩ Fm = ∅ ��� m �= nx� �� ������� ��	� x /∈

⋃
F� �� �����

�6���� 	 ������ δ̄x > 0 ��
� ��	�⋃
F ∩ (x− δ̄x, x+ δ̄x) = ∅,

���
��

Fm,j ∩ (x− δ̄x, x+ δ̄x) = ∅ ��� m �= nx, m+ j ≤ nx + ix. �- $

.�� x ∈ Fnx
, y ∈ Fny

� ����� nx �= ny.

&� nx + ix ≤ ny + iy� ���� ���� �- $ �� �	�� Fnx,ix ∩ (y − δ̄y, y + δ̄y) = ∅.
0

������ �� x ∈ Fnx,ix � �� 
��
���� ��	� |x− y| ≥ δ̄y ≥ min{δ̄y, δ̄x}. 7����	����
�� nx + ix≥ny + iy� ���� |x− y| ≥ δ̄x ≥ min{δ̄x, δ̄y}.

.�� �� ��'�� 	 ���
���� δ0 ∈ RR+ �� ������	 δ0(x) = δ̄x� x ∈ R� /�� �	
�
x, y ∈ R �� �	��

�� x ∈ Fnx
, y ∈ Fny

, 	�� nx �= ny, ���� |x− y| ≥ min{δ0(x), δ0(y)}. �--$

���� ����	 �� ������� 	��$ �,0"

 ?8



�� ���$ %&���%�$�' ��'��� �( ��'�$ %#��� ��$ ()�%�'���

7��
� f ∈ BRR+, Const+ � ��� �	
� n ∈ N� ����� �6���� 	 ���
���� δn ∈ RR+ ��
�
��	� ��� �	
� x, y ∈ R

�� |x− y| < min{δn(x), δn(y)}, ���� |f(x)− f(y)| < αn. �-#$

1�� δ(x) = min{δ0(x), δnx
(x)}� x ∈ R�

&� �� 
������� x ∈ Fnx
, y ∈ Fny

��
� ��	� |x− y| < min{δ(x), δ(y)}� ���� ��
�	�� nx = ny � 1�� n0 = nx = ny�

/��� ��� ��'������ �� ��� ���
���� δ� �� �	��

|x− y| < min{δ(x), δ(y)} ≤ min{δn0
(x), δn0

(y)}.
<���� �-#$� �� ����� ��	�

|f(x)− f(y)| < αn0
, ��� x, y ∈ Fn0

. �-8$

���� ��	�
Fn0

⊂ En0
= f−1(Un0

) = f−1
(
ε−1 ((αn0

,+∞))
)
.

:��
��
f(Fn0

) ⊂ f
(
f−1

(
ε−1 ((αn0

,+∞))
))

⊂ ε−1 ((αn0
,+∞)) .

(��� ��	�� ��	� ε(f(Fn0
)) ⊂ (αn0

,+∞) . 7�� �� �	��

ε(f(z)) > αn0
, ��� z ∈ Fn0

.

/��	���� ���� �-8$� �� ���

|f(x)− f(y)| < αn0
< min{ε(f(x)), ε(f(y))}, �� x, y ∈ Fn0

.

(��� ������ ��	� f ∈ BRR+,lsc+ � �

,� ���	�� ��� 	� ������	�� �9�	���� 
���	���� �� �*! 	� 	 
�����	�� ��
(������ #)

��������� �� ��*!$� BRR+, lsc+ = B1�

=�������� �� �	��

��������� ��� BRR+, C+ = B1�

��������� ��� Blsc+, lsc+ � BRR+, lsc+ �

��������� ��� Blsc+, C+ � BRR+, C+ �

/��� ��� 	���� ��������� �� �	��

BConst+, usc+ =BConst+,RR+� bCu⊂BConst+, lsc+⊂BConst+, C+�BConst+, Const+� C

‖ ‖ ∩ �∩ �∩
BC+, usc+ =BC+,RR+ � bCu ⊂BC+, lsc+ ⊂ BC+, C+ ⊂BC+, Const+ ⊂ C

‖ ‖ ∩ ∩ ∩
Blsc+, usc+ =Blsc+,RR+ � bCu ⊂Blsc+, lsc+ ⊂ Blsc+, C+ ⊂Blsc+, Const+ ⊂ C

‖ �∩ �∩ �∩ �∩
Const � BRR+,RR+ ⊂ BRR+, lsc+ = BRR+, C+ =BRR+, Const+ = B1.

 ?)



���� �������� � ��� ��! "� ���#��

;<=<;<>6<&

�(0 �#;?1! @" �"�<'#>&! %" ?"�AB%#��<�! ;" ?" � ���
 ��
��� ������
�����
�
� �
�

����� 
�� ����
�
��! ;��� #
��" <C���
�� �� D(**-E(**9F! /(+./(/"

�)0 <>G<��1>G! ;" ������� ��	���
�" ��>! ������3�! (*,7"
�-0 �<>��<< �<<��<<��<< �#>G��A1>G&H<>G �H#A �� ������	��
 �����
�
�


� ����
�
�� 
� 
�� ���
 ����� �	���! �
 ����" #$��" %���" &��"! '��" ()*! )+++!
��" )),-.)),/"

�90 �1>�><;! %" �� 
���� ����� ��� ���� ��������� ������ ���� ��	���
���� �	����" ���

������! IJ�K! )++,"
�/0 �#��#�! ;" �� �
�� �	��� 
� ����
�
�� ��
�������
� ��
���� 
�� �	��� B∗∗

1 ��� 
��

����	� 
� �
�
���
�� ����
�
��! ����� %�" %���" �
��" �� D)+++F! (-/.(99"
�70 &#;�H<�! �" >" ����� 
�� ����
�
��! �
��" 1
��" %���" #���" &�
��� �� D)++-F! (9-.(9*"
�,0 �A1>G&H<>G �H#A ����
�
�� ��
�� �
��
��
�
� ��
� ����� �	��� 
�� ����
�
�� ���

����� �	��� 
��! &�����3 ?" %���" �� D)++,F! 
�" 9 /9-.//("

;����4�� ?�

��� -(! )+(+ ���� ���
����

����	
� 
� ��
����
��� ���

���
���
���

 !�" #�������
�

������� $$

%&'$()  !�"

*�+�,-

.'���	  ��:�3�:�L$���"

�"����"��

/������ 01 *��	��

����	
� 
� ��
����
��� ���

���
���
���

 !�" #�������
�

������� $$

%&'$()  !�"

*�+�,-

.'���	  ���3��:L$���"

�"����"��

 ?"


	Introduction
	Preliminaries
	1. Baire class one functions
	2. Baire class one like functions
	REFERENCES

